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8. 解答用紙および問題冊子は持ち帰らないこと．
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第1問

実正方行列に関する以下の問いに答えよ．

(1) 行列Aを

A =

 5 −4 0

−4 5 0

0 0 16


で定める．

(i) Aの固有値をすべて求めよ．また，それぞれの固有値に対して，それに対応する
固有ベクトルを一つ求めよ．

(ii) 条件B2 = Aを満たす正定値実対称行列Bを一つ求めよ．

(2) Cを正定値実対称行列とする．条件D2 = Cを満たす正定値実対称行列Dが一意に存
在することを示せ．

(3) 実正方行列 F は正則であるとする．

(i) 条件 F = SU = V T を満たす正定値実対称行列 S, T および直交行列 U , V がそ
れぞれ一意に存在することを示せ．

(ii) 問 (i)の Sと T が条件 T = F−1SF を満たすことを示せ．

(iii) 問 (i)の U と V が条件 U = V を満たすことを示せ．
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第2問

xを実数の独立変数，y(x)を実数値関数として，以下の常微分方程式を考える．ここで，
a, b, c, dは実数の定数であり，x+ cy + d ̸= 0とする．

dy

dx
=

ax+ y + b

x+ cy + d
(2.1)

以下の問いに答えよ．

(1) a = c = 0とする．この場合の式 (2.1)の一般解を求めよ．

(2) ac = 1とする．この場合の式 (2.1)を適当な変数変換により変数分離形にせよ．

(3) ac ̸= 1とする．この場合の式 (2.1)を適当な変数変換により同次形にせよ．

次に，以下のような形式の常微分方程式を考える．ここで，P (x), Q(x), R(x)は xのみに
依存する実数値関数である．

dy

dx
+ P (x) +Q(x)y +R(x)y2 = 0 (2.2)

(4) R(x) = 0とする．この場合の式 (2.2)の一般解を求めよ．

(5) P (x) = 0とする．この場合の式 (2.2)は，yについての適当な変数変換により問 (4)と
同様の形式の常微分方程式へ変形できることを示せ．また，その常微分方程式の一般
解を求めよ.

(6) 式 (2.2)の特殊解の一つを y1(x)とする．変数変換 z = y− y1により，式 (2.2)は問 (5)

と同様の形式の常微分方程式へ変形できることを示せ．

(7) P (x) = x2 + x+ 1, Q(x) = 2x+ 1, R(x) = 1とする．この場合の式 (2.2)の一般解を
求めよ．
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第3問

数直線上を移動する点を考える．その動点の初期位置を 0 とする．動点は 1ステップで，
プラスまたはマイナス方向へ 1移動する確率がそれぞれ 1

2 であるとする．n を正の整数と
し，n ステップ後の動点の位置を Pn とする．また動点の移動は独立と仮定する．
確率変数X に対して，E (X),V (X)をそれぞれX の期待値と分散とし，Pr(X ≥ k), お

よびPr(|X| ≥ k)をそれぞれX ≥ kを満たす確率，および |X| ≥ kを満たす確率とする．以
下の問いに答えよ．

(1) Pnの期待値を求めよ．

(2) Pnの分散を求めよ．

(3) 任意の正の整数 kに対して, |Pn| ≥ kを満たす確率が以下を満たすことを示せ．

Pr(|Pn| ≥ k) ≤ V (Pn)

k2

(4) 任意の t > 0と任意の正の整数 kに対して, Pn ≥ kを満たす確率が以下を満たすこと
を示せ．

Pr(Pn ≥ k) = Pr(exp(tPn) ≥ exp(tk)) ≤ E (exp(tPn))

exp(tk)

(5) 任意の t > 0に対して, exp(tPn)の期待値が以下を満たすことを示せ．

E (exp(tPn)) ≤ exp(
t2n

2
)

(6) 任意の正の整数 kに対して, Pn ≥ kを満たす確率が以下を満たすことを示せ．

Pr(Pn ≥ k) ≤ exp(
−k2

2n
)

(7) n = 1010ステップ終了後，|Pn| ≥ 106である確率は 10−4未満になることを示せ．
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Problem 1

Answer the following questions on real square matrices.

(1) Let A be a matrix defined as

A =

 5 −4 0

−4 5 0

0 0 16

 .

(i) Find all the eigenvalues of A. For each of these eigenvalues, find a corresponding

eigenvector.

(ii) Find a real symmetric positive definite matrix B satisfying B2 = A.

(2) Let C be a real symmetric positive definite matrix. Show that there exists a unique

real symmetric positive definite matrix D satisfying D2 = C.

(3) Let a real square matrix F be nonsingular.

(i) Show that there exist unique real symmetric positive definite matrices S and T

and unique orthogonal matrices U and V satisfying F = SU = V T .

(ii) Show that S and T in Question (i) satisfy T = F−1SF .

(iii) Show that U and V in Question (i) satisfy U = V .
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Problem 2

Let x be a real independent variable. Let y(x) be a real-valued function. Consider the

following ordinary differential equation. Here, a, b, c and d are real-valued constants, and

x+ cy + d ̸= 0.
dy

dx
=

ax+ y + b

x+ cy + d
. (2.1)

Answer the following questions.

(1) Assume that a = c = 0. Find the general solution of Equation (2.1) in this case.

(2) Assume that ac = 1. Convert Equation (2.1) in this case into a separable form with

an appropriate change of variables.

(3) Assume that ac ̸= 1. Convert Equation (2.1) in this case into a homogeneous form

with an appropriate change of variables.

Next, consider an ordinary differential equation in the following form. Here, P (x), Q(x)

and R(x) are real-valued functions that depend only on x.

dy

dx
+ P (x) +Q(x)y +R(x)y2 = 0. (2.2)

(4) Assume that R(x) = 0. Find the general solution of Equation (2.2) in this case.

(5) Assume that P (x) = 0. Show that Equation (2.2) in this case can be converted into

an ordinary differential equation in the same form as that in Question (4) by an

appropriate change of variables with respect to y. Also, find the general solution of

that ordinary differential equation.

(6) Let y1(x) denote a particular solution of Equation (2.2). Show that Equation (2.2)

can be converted into an ordinary differential equation in the same form as that in

Question (5) with the change of variables z = y − y1.

(7) Assume that P (x) = x2 + x + 1, Q(x) = 2x + 1 and R(x) = 1. Find the general

solution of Equation (2.2) in this case.
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Problem 3

Consider a moving point on a number line. The initial position of the moving point is 0.

At each step, the moving point moves by 1, either in the positive or the negative direction,

each with probability 1
2 . For a positive integer n, denote by Pn the position of the moving

point in the line after n steps. It is assumed that the movements of the moving point are

independent.

For a random variable X, let E (X) and V (X) be the expected value and variance of

X, respectively. Let Pr(X ≥ k), and Pr(|X| ≥ k) be the probability of satisfying X ≥ k

and |X| ≥ k, respectively.

Answer the following questions.

(1) Find the expected value of Pn.

(2) Find the variance of Pn.

(3) Show that for any positive integer k, the probability of satisfying |Pn| ≥ k satisfies

the following:

Pr(|Pn| ≥ k) ≤ V (Pn)

k2
.

(4) Show that for any t > 0 and any positive integer k, the probability of satisfying

Pn ≥ k satisfies the following:

Pr(Pn ≥ k) = Pr(exp(tPn) ≥ exp(tk)) ≤ E (exp(tPn))

exp(tk)
.

(5) Show that for any t > 0, the expected value of exp(tPn) satisfies the following:

E (exp(tPn)) ≤ exp(
t2n

2
).

(6) Show that for any positive integer k, the probability of satisfying Pn ≥ k satisfies

the following:

Pr(Pn ≥ k) ≤ exp(
−k2

2n
).

(7) Show that the probability that |Pn| ≥ 106 after n = 1010 steps is less than 10−4.
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