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1 はじめに
一般に d次元コピュラとは全ての周辺分布が [0, 1]上
の一様分布である d次元の分布関数を指し, 任意の d次
元分布は Sklar の定理に基づきコピュラと周辺分布を
用いて表現することができることから, コピュラは異な
る変数間の従属性を完全に記述する. なお, 本稿では 2

次元に限定する.

所与の制約条件下で一様コピュラ ([0, 1]2 上の一様密
度を持つコピュラ) に Kullback-Leibler 情報量の意味
で最も近いコピュラを最小情報コピュラと呼ぶ. コピュ
ラを選択する際, 通常はパラメトリックに分布の形状を
仮定することが多い. 一方, 最小情報コピュラは既知の
情報を制約条件として課しエントロピー最大化により
最も自然な分布を決定するという考え方に基づく.

既存研究では確率密度関数に関して線形な制約条件
（モーメント条件）のみが考察されていた. しかし, 種々
の制約条件を網羅的に指定するためには既存の枠組み
の拡張が必要である. 特に, 典型的な従属指標の一つ
であるスピアマンの順位相関は既存研究で扱われてい
る [4]のに対し, 並列に語られることの多いケンドール
の順位相関はその非線形性からこの枠組みで扱うこと
が不可能であった.

本論文では最小情報コピュラの適用範囲の拡張を目
的とし, ケンドールの順位相関を固定した下での最小情
報コピュラについて理論的な考察を与える. この新しい
コピュラは局所従属性により特徴づけられ, また相関が
十分に小さい場合に限って一意存在性が保証される. さ
らに, 当該コピュラが既存研究で典型的に用いられてき
た Frank コピュラという分布に一致していることの根
拠を与え, Frankコピュラを利用したモデリングに新し
い解釈可能性を与える.

2 既存研究
最小情報コピュラは K 本のモーメント制約を課した
上での情報量最小化問題の解として与えられる.

minimize

∫ 1

0

∫ 1

0

p(x, y) log p(x, y)dxdy

s.t.

∫ 1

0

p(x, y)dy = 1,

∫ 1

0

p(x, y)dx = 1

∫ 1

0

∫ 1

0

hk(x, y)p(x, y)dxdy = µk, 1 ≤ k ≤ K

情報量最小化はエントロピー最大化と等価である. こ
の問題に対しては, 解の存在性と一意性, 解の形が知ら
れている [1]. 代表的な例として, スピアマンの順位相
関係数を固定した下での最小情報コピュラ（minimum

information copula under fixed Spearman’s ρ, MICS）
が知られる. これは上記の最適化問題において

K = 1, h(x, y) = 12(x− 1/2)(y − 1/2)

と設定した場合に相当する.

3 本研究の提案：ケンドールの順位相関係数
を固定した下での最小情報コピュラ
本研究では, ケンドールの順位相関係数を制約条件と

して与えた最小情報コピュラ（minimum information

copula under fixed Kendall’s τ , MICK）を考察する.

まず, チェス盤コピュラと呼ばれる離散近似を施した
MICKについて結果を述べ, その後連続版のMICKに
対する結果を述べる.

3.1 チェス盤（離散版）MICK

定義域 [0, 1]2 を n×nのグリッドで区切り, 区分一様
と近似するチェス盤コピュラを正方行列 Π = (πij) と
同一視した上で, 以下の最適化問題を考える:

minimize
n∑

i=1

n∑
j=1

πij log πij (1)

s.t.

n∑
j=1

πij =
1

n
,

n∑
i=1

πij =
1

n
(2)

1− Tr(ΞΠΞΠT) = τ, Π = (πij) (3)

ただし, Ξ =
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 であり, 制約式はコ

ピュラであるための条件と, チェス盤コピュラに対する
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Kendallの順位相関係数 [2]を定数 τ に固定する条件で
ある. Trは行列のトレースを表す.

この問題の最適解をチェス盤 MICK と名付ける. こ
のコピュラはオッズ比に類する局所従属性が一定であ
ると特徴づけられる.

定理 1. Π をチェス盤 MICK とする. 任意の (i, j) の
組 (i, j = 1, . . . , n− 1)に対し, 以下の値が一定.

1

πi,j + πi+1,j + πi+1,j + πi+1,j+1
log

πi,jπi+1,j+1

πi+1,jπi,j+1

さらに, このコピュラは従属性が十分に小さいケース
では一意存在性が保証される.

定理 2. 最適化問題の制約式 (3) に対応するラグラン
ジュ未定乗数を λと表す. λ < 2となる時, 最適解は一
意に存在する.

3.2 連続版MICK

次に連続版の MICK を考察する. 以下の最適化問題
の最適解を連続版MICKと名付ける.

minimize

∫ 1

0

∫ 1

0

p(x, y) log p(x, y)dxdy,

s.t.

∫ 1

0

p(x, y)dx = 1,

∫ 1

0

p(x, y)dy = 1,

0 ≤ p(x, y),

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0
dxdydx̃dỹ sgn(x− x̃)sgn(y − ỹ)p(x, y)p(x̃, ỹ) = τ.

連続版MICKは Frankコピュラと一致することが理
論的, 数値的に示唆される（命題 1, 図 1）. Frank コ
ピュラは裾従属性（(u, v) = (0, 0)や (u, v) = (1, 1)付
近における従属性）を持たず（漸近独立）, そのよう
なデータによく適合するとして典型的に用いられるコ
ピュラである.

定義 3 (Frank コピュラ). 以下の密度関数を持つ 1 パ
ラメタコピュラを Frankコピュラと呼ぶ.

cFrank
θ (u, v) =

θ(1− e−θ)e−θ(u+v)

{1− e−θ − (1− e−θu)(1− e−θv)}2
.

命題 1. 連続版 MICK と Frank コピュラは, 密度関数
p(x, y)がともに以下の偏微分方程式を満たす.

1

p(x, y)

∂

∂x

∂

∂y
log p(x, y) = ζ, ζ : 定数 (4)

図 1.（上）τ = 0.5と設定した時のチェス盤MICK,

（下）Frankコピュラの離散的なプロット

(4)式の左辺は確率密度関数 p(x, y)と, その分布が持
つ interaction [3]の比となっており, 局所従属性を規定
する統計学的に重要な量であると考えられる.

連続版MICKと Frankコピュラの厳密な一致を示す
ための方法の一つが, 偏微分方程式 (4)の解の一意性を
示すことであるが, この方程式は非線形非斉次であるた
め扱いが困難であり, 今後の課題となっている.

4 結論と考察
本研究の結果により, Frank コピュラを選択し利用

することは, エントロピー最大化原理に則った下で
Kendall の順位相関係数の値という情報のみを利用し
ながらコピュラ, すなわち従属性を決定することに相当
するという解釈が可能になった.
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