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1 概要
数値解析分野における散逸系微分方程式の数値解法
の研究は，最適化分野における一次法の研究と密接な関
係にある．例えば，最も素朴な常微分方程式の数値解法
である陽的オイラー法を勾配系に適用することは，最急
降下法においてステップ幅を一定にした特殊ケースと
して捉えることができる．このような数値解析と最適
化の親和性を考えると，一方の知見を他方に転用するこ
とは自然である．実際に数値解析の視点を最適化に持
ち込んだ研究として，Eftekhari et al.[1] や Ushiyama

et al.[4]などが知られている．これに対して，最適化手
法に着想を得て数値解析手法を開発する研究はそれほ
ど行われていない．
近年，機械学習の分野で，大規模な問題を確率的最適
化手法で効率良く解くことが，大きな成功を収めてい
る．数値解析学的の視点からは，これらの確率的手法は
最適化手法の連続版を表す力学系をランダムな分解解
法で解いていると見做せ，対応する微分方程式の数値解
法を考えることは難しくない．機械学習での成功を考
えると，このような最適化から数値解析への確率的手法
の輸入は有効に思われるが，そのような研究は意外な
ほどに少ない．例えば，Eisenmann–Stillfjord[2]では，
この種の手法を検討しているが，その対象は陰的オイ
ラー法に制限されており，収束性の解析においても一般
的な設定をした結果，O(h1/2)という評価にとどまって
いる．
本研究では，確率的座標降下法に対応する数値解析手
法を提案し，拡散方程式，Allen-Cahn 方程式，Cahn-

Hilliard方程式での数値実験を行った．この手法は理論
上 O(h)で収束するはずであるが，その実際の挙動につ
いてはこれまで全く知られていなかった．

2 提案手法
確率的座標降下法に着想を得て，アルゴリズム 1のよ
うな数値解法を提案した．ただし，分解後の時間発展写
像については，さらに何らかの数値解法で置き換えて
も良い．本研究では下記の乱択化分解解法を，陽的オイ
ラー法，陰的オイラー法，DVDMなど様々な数値解法
と組み合わせながら，数値実験によってその実際の挙動

を観察した．

Algorithm 1 最も素朴な乱択化分解解法
Require: ẋ = −∇f(x), d = dim(x), h > 0,M ∈

N, x(0)

Ensure: x(m)(m = 1, 2, . . . ,M)

1: for m = 1, 2, . . . ,M do

2: ベクトル (1, 2, . . . , d) をランダムに並べ替えた
ベクトル (i(1), i(2), . . . , i(d)) を生成

3: 分解解法
φ−∇f,h ≃ φ(−∇f)i(d),h ◦ φ(−∇f)i(d−1),h◦

· · · ◦ φ(−∇f)i(1),h で 1ステップ発展
4: end for

結果として提案手法は定性的に良い挙動を示すこと
が確認された．加えて 2点大きな発見があったため，そ
れぞれについて以下で紹介する．

3 分解による陽的オイラー法の安定性向上

図 1. 拡散方程式における陽的オイラー法と乱択分解
陽的オイラー法の挙動

確率的座標降下法に最も素朴に対応する乱択分解オ
イラー法について，拡散方程式，Allen-Cahn 方程式，
Cahn-Hilliard方程式でその挙動を実際に確認した．乱
択分解オイラー法は，十分小さい時間刻み幅においては
定性的に良い挙動を示しただけでなく，通常の陽的オ
イラー法よりも数値的に安定であることが発見された
(図 1)．
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この結果については本研究で理論的な説明を与えた．
以下の定理は実験的観察の結果とよく符号した．� �
定理 1. 拡散方程式に乱択分解陽的オイラー法を
用いる場合，安定性条件は ∆t < (∆x)

2 となる.� �
cf.通常の陽的オイラー法では ∆t < (∆x)2

2 .

略証. 拡散方程式の場合，陽的オイラー法の更新式，お
よび乱択分解陽的オイラー法の一座標分の更新式はそ
れぞれ

U(n+1) =
(
I +∆t ·D⟨2⟩

)
U(n), (1)

U(n+1) =
(
I +∆t ·D⟨2⟩

i

)
U(n) (2)

である．ただし，D⟨2⟩ は通常の二階差分を表す行列，
D

⟨2⟩
i はその第 i 行だけを残し，他を 0 とした行列で
ある．
数値解法が数値的に安定であるためには，I + ∆t ·

D⟨2⟩, I + ∆t · D⟨2⟩
i の固有値が，全て絶対値 1 以下で

ある必要がある．すなわち ∆t ·D⟨2⟩,∆t ·D⟨2⟩
i の固有

値が複素平面上の {z| ||z + 1|| ≤ 1}の領域内にあれば
良い．
∆t ·D⟨2⟩については，固有値が ∆t(−2+2 cos 2πk

K )
(∆x)2

(k =

1, · · · ,K) と求まる．∆t · D⟨2⟩
i については，非零固

有値は − 2∆t
(∆x)2

ただ一つである．これらの固有値が
{z| ||z+1|| ≤ 1}に入るという条件から，定理中の安定
性条件が求まる．

4 乱択分解 DVDMにおける二次精度の達成
偏微分方程式に対する構造保存解法として Furihata–

Matsuo[3] で提案された Discrete Variational Deriva-

tive Method(以下，DVDM) は，本研究で扱った方程
式群に対して非常に優れた解法であることが知られて
いる．DVDMは，連続系におけるエネルギー散逸性を
離散系で厳密に保存し，更に二次精度を達成する．
一方で，DVDMの実用上の課題として計算量の大き
さが挙げられる．陰的解法であるため，一回の時間発展
に多次元の非線形方程式を解く必要があり，問題が高次
元であれば計算時間が非常に長くなってしまう．本研
究では，計算量削減の効果がある分解解法を DVDMと
組み合わせることで，独自の観点から DVDMの高速化
に取り組んだ．
乱択分解 DVDM は厳密な散逸性こそ満たさないも
のの，時間刻み幅が十分小さい場合には定性的に良い挙

図 2. 拡散方程式における空間離散化後厳密解との誤
差プロット (空間刻み幅は固定)

動を示すことが数値実験によって確認された．加えて，
乱択分解 DVDM が二次精度を達成することを示唆す
る結果も得られた (図 2)．DVDMは二次の解法である
が，乱択化分解解法は一次の解法であるため，その組み
合わせが二次精度となるのは意外な結果である．昇順
分解の場合は一次精度に留まっており，乱択分解である
ことが本質的に重要であると予想される．この実験結
果に対する理論的な説明は今後の課題である．

5 まとめ
本研究では確率的座標降下法に着想を得た乱択化分

解解法なる数値解法を提案し，実験によりその挙動の妥
当性を確認した．それに加えて，分解解法によって陽的
オイラー法の安定性が向上すること，乱択化分解解法に
より DVDMの二次精度が回復されること，の 2点の新
たな発見があった．
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