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1 背景
ニューラルネットワークの学習過程は初期値のス
ケールによって変化する．初期値が大きい場合には，損
失が早く減少するが，収束する解はスパースではなく
過学習しやすいことが知られている．一方でニューラ
ルネットワークを十分原点に近い値で初期化したとき
には，スパースな解に収束し汎化性能が高くなること
が知られている．さらに近年の研究では，初期値を小
さくすることで損失が段階的に減少することが指摘さ
れた [1]．このときパラメータ空間では解が鞍点から鞍
点へ移動していると予想されており，この学習過程は
Saddle-to-Saddleダイナミクスと呼ばれる．[2, 3]では
いくつかの限定的な問題設定で Saddle-to-saddle ダイ
ナミクスが発生することを証明しているが，解析のため
に学習率が無限小の勾配流を仮定している．実際には
有限ステップ幅の勾配降下法で訓練を行うため，理論と
のギャップが生まれてしまう．そのほかにも，初期化の
方法，モデルの構造，データの分布に対して強い仮定を
必要としており，限定的な理論にとどまっている．
本研究では新しい証明方法を用いることで，これらの
仮定がなくても先行研究の結果と整合する Saddle-to-

Saddleダイナミクスが発生することを示した．さらに，
提案する証明方法では非線形活性化関数を使用したモ
デルに対しても拡張が可能であり，活性化関数が線形
の場合と同様の学習ダイナミクスを辿ることを示した．
モデルが多層の場合には，層ごとの勾配降下法を適用
すると，プラトー段階が発生し，重み行列のランクが 1

に近づくことを示した．また Saddle-to-Saddle ダイナ
ミクスではスパースな解が得られる代わりに，学習コ
ストが高いという問題があったが，解析の結果を用い
て Saddle-to-Saddle を近似する効率的な最適化アルゴ
リズムを提案した．

2 準備
2.1 問題設定
本研究では教師あり学習を扱う．入力データ X =
(x1, . . . , xn) ∈ Rm0×n とこれらに対応するラベル

図 1. 左: 本研究で発生する Saddle-to-Saddle ダイ
ナミクス，右:Saddle-to-Saddle ダイナミクス
と損失の段階的な現象のの対応

Y = (y1, . . . , yn) ∈ Rm2×n が与えられたとき，損失
関数を l(y, f(x)) ∶ Rm2 × Rm2 → R として経験損
失 L = ∑n

i=1 l(yi, f(xi)) を最小化するようにモデル
f のパラメータを最適化する．モデルはニューラル
ネットワークで，深さが 2，各層の幅が (m0,m1,m2)
とする．モデルの出力は Wl ∈ Rml×ml−1 を用いて
f(X) = W2σ(W1X) と表される．σ ∶ R → R は活性
化関数で要素ごとに作用する．訓練は学習率が η > 0の
勾配降下法行い，重み行列は次のように更新される．

Wl(t + 1) =Wl(t) − η∇LWl
(t).

2.2 ユニットごとの勾配降下法
定義 1. 重み W1 について，W1 の i 行目を wi,1，W2

の i列目を wi,2 として wi = (wi,1,wi,2) ∈ Rm0+m2 を i

番目のユニットと呼ぶ．

補題 1. 中間層が 1層の線形ニューラルネットワークの
勾配降下法によるパラメータの更新式は，ユニットごと
に以下のように表せる．

wi(t + 1) =

⎛
⎝
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−η (XDi(t)∇L(t)T )
T

I

⎞
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wi(t).

ただし，

∇L = ( ∂L

∂fL(x1)
, . . . ,

∂L

∂fL(xn)
) ∈ Rml×n.

ここで対角行列 Di(t) ∈ Rn×n の n 個の対角要素は
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(Di(t))j,j = dσ(z)
dz
∣z=⟨wi(t),xj⟩ とする．特に活性化関数

が線形な場合には (Di(t))j,j = 1である．

3 Saddle-to-Saddleダイナミクス
本研究の設定で発生する Saddle-to-Saddle ダイナミ
クスは図 1で表される．原点近傍で初期化すると，初め
にプラトー段階が始まる．プラトー段階では損失関数
の値がほとんど変化しないという性質から，各ユニット
が同じ方向に更新される．次に損失減少段階が始まり，
重み行列のランクが 1 のモデルで表現できる鞍点に接
近する．その後もプラトー段階と損失減少段階を繰り
返し，k 回目の損失減少段階では重み行列のランクが k

のモデルで表現できる鞍点に接近する．図 1 左におけ
るピンク色のプラトー段階と水色の損失減少段階は，図
1右下部のそれぞれの時刻の色と対応しており，3回目
の損失減少段階で局所最小解に収束していることがわ
かる．以降では活性化関数が線形の場合の結果を示す．
3.1 プラトー段階
定理 1. 損失関数がリプシッツ連続であるとする．
(w∗i )

m1

i=1 を停留点として，ϵ = maxi ∥wi(0) − w∗i ∥ と
する．P1 をある 1 次元空間への直交射影行列とする
と，δ(ϵ, η) → 0 (ϵ, η → 0)を満たす関数 δ が存在して，
十分大きい tにおいて以下が成り立つ．

∥(I − P1)wi(t)∥
∥P1wi(t)∥

< δ(ϵ, η)

定理 1 より，学習率と初期値を十分小さく取ること
で，全てのユニットが同一の方向に更新されることがわ
かる．
3.2 損失減少段階
補題 2. あるベクトルへの直交射影行列 P1が存在して，
t ≲ log (ϵ/∥(I − P1)wi(t1)∥) ならば，∥(I − P1)wi(t1 +
t)∥ ≤ ϵ．

十分小さい ϵ に対して，損失減少段階でのステップ
数を十分大きくとれば鞍点の近傍に収束するため，定
理 1 の条件が満たされ再度プラトー段階が始まる．し
たがって k回目の損失減少段階では，k次元線型空間へ
の直交射影行列 Pk を用いて，ある ϵ > 0について以下
の最適化問題を解いていると見なすことができる．

minL(W1,W2) s.t.∥(I − Pvk)wi∥ ≤ ϵ

これは近似的なランク制約のもとでの最適化問題となっ
ている．

4 効率的な最適化アルゴリズム
Saddle-to-Saddle ダイナミクスは初期値のノルムを

十分小さくすることで発生するが，学習に必要なステッ
プ数は O (log 1

∥wi(0)∥) となる．定理 1 よりプラトー段
階において各ユニットが更新される方向は原点におけ
る係数行列の固有ベクトル方向で近似できることがわ
かるため，プラトー段階を定数ステップで終了するア
ルゴリズムを考えることができる．図 1 右と図 2 は同
一の問題設定で学習アルゴリズムだけを変更している．
図 1 では通常の勾配降下法を用い，図 2 では提案する
効率的なアルゴリズムを用いた．図 2 では，図 1 左の
ピンクで表されるプラトー段階がなくなり，その分だけ
早く収束していることがわかる．

図 2. Saddle-to-Saddle ダイナミクスを近似する効
率的な最適化アルゴリズムを用いた時の損失の
変化
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