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1 はじめに
将来の状況が不確実な状況において後悔の少ない意思
決定を行うことは，オンライン最適化としてコンピュー
タサイエンスの分野で研究されてきた．オンライン最
適化では，その場その場における選択を「逐次的に到着
する入力に対して適応的に処理をするアルゴリズム」に
より決定し，最適な意思決定を試みる．
Alaei と Alaei らは，オンライン一般化割当問題に
対する割当アルゴリズムを設計する手法として魔法使
い問題および一般化魔法使い問題を導入した [1, 2, 3]．
（一般化）魔法使い問題は到着するすべてのアイテムを
一定確率以上で採択することを目的とし，アイテムの価
値が未知の場合でも利用できる．
（一般化）魔法使い問題は，アイテムサイズがナップ
サック容量の 1/k 　以下 (k はあらかじめ定められた
正整数) であるという仮定がおかれたオンラインナップ
サック問題であり，モデルの適用範囲が限定されてい
る．本研究では，アイテムサイズがナップサック容量
以下の任意の値を取ることができるオンラインナップ
サック問題において，すべてのアイテムを一定確率で
ナップサックに入れるようなアルゴリズムを提案する．

2 問題設定
我々が導入する問題は，一般化魔法使い問題 [3]にお
いて，アイテムが任意のサイズをとり，ナップサックの
残り容量が 1/k 未満の場合にはアイテムを入れること
ができないという制約をなくしたものである．厳密に
は次のように定義される．

定義 1. オンライン最小採択確率最大化ナップサック
まず 1 単位の容量をもつナップサックが意思決定者に
与えられる．その後，意思決定者にいくつかのアイテム
が逐次的に与えられる．第 i 番目のアイテムのサイズ
は累積分布関数 Fi に従う．Fi は [0, 1] 上の独立な分
布である．第 i 番目のアイテムが到着したときに初め
て意思決定者に Fi が通知される．意思決定者はアイテ
ムが到着次第，すぐにアイテムをナップサックに入れる
か選択する．一度入れないと決めたアイテムは後から
入れることはできない．意思決定者はアイテムを確率

的に選択してよい．アイテムをナップサックに入れた
後でサイズの実現値 Si が Fi に従って決定する．アイ
テムサイズの実現値が決定した後，ナップサック制約を
考慮したアイテムの採択条件と照らし合わせ，違反して
いない場合にはアイテムが採択される．アイテムサイ
ズの期待値の合計は 1 以下であり，意思決定者はこれ
を知っている．問題の目的は，各アイテムの採択確率の
うち，最小のもの (最小採択確率) を最大化することで
ある．

本問題設定では，アイテムをナップサックに詰め込ん
だ後，事後的にナップサック制約を違反したかどうかが
判明する．我々はナップサック制約を違反する原因と
なったアイテムを臨界アイテムと呼び，臨界アイテムが
採択されたとみなす設定と不採択となったとみなす設
定の 2種類を検討した．
オンライン最小採択確率最大化ナップサック問題に

対するアルゴリズムは，オンライン確率的一般化割当問
題 (OSGAP)に対する競合解消スキーム [5]として利用
可能であり，その競合比は元問題に対するアルゴリズ
ムが保証できる最小採択確率の値と一致する．OSGAP

は広告割当問題 [2] やアドセル問題 [4] といった応用上
重要な問題の一般化となっている．
アルゴリズムの設計には Alaeiら [3]が一般化魔法使

い問題に対して提案した γ-保守的魔法使いアルゴリズ
ムを参考にした．このアルゴリズムでは，ナップサッ
ク内のアイテム総サイズと逐次計算される閾値を参照
し，選択規則に従って到着したアイテムの選択の確率を
決定する．γ-保守的魔法使いアルゴリズムでは，ナップ
サック内のアイテム総サイズが小さい事象から優先し
てアイテムを選択し，全体で確率 γ (γ ∈ (0, 1]はあらか
じめ定めた定数)でアイテムが採択されるようにする．

3 臨界アイテム不採択設定
まず我々は臨界アイテム不採択設定では，既存アルゴ

リズムの γ-保守的魔法使いアルゴリズムが有効に機能
しないことを示した．これはアイテム総サイズが小さ
いナップサックを優先して採択していくと，後半にサイ
ズ 1 を取るアイテムの採択確率が小さくなることが原
因である．
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定理 2. 臨界アイテム不採択設定では，任意の γ (> 0)

に対して，あるインスタンスが存在し，γ-積極的魔法使
いアルゴリズムの実行途中で確率 γ でアイテムを採択
することができなくなる．

γ-保守的魔法使いアルゴリズムは，サイズが高確率で
1 であるアイテムが来た時に，確率 γ での採択はでき
なくなるという問題があった．そこで，そのようなア
イテムを確率 γ で採択できるような余裕を残すために，
ナップサック内のアイテム総サイズが大きいものを優
先してナップサックを選択し，全体でちょうど γ だけ
の確率でアイテムを採択するようなアルゴリズムを提
案し，γ-積極的魔法使いアルゴリズムと名付けた．

定理 3. 臨界アイテム不採択設定では，1/3-積極的魔法
使いアルゴリズムは任意のインスタンスにおいて各ア
イテムを確率 1/3 で採択する．

不可能性としては，臨界アイテム不採択設定のオンラ
イン最小採択確率最大化ナップサック問題において，任
意のアルゴリズムに対し最小採択確率が 3/7 + ε 以下
となるインスタンスが存在することを示した．

定理 4. 臨界アイテム不採択設定のオンライン最小採択
確率最大化ナップサック問題において，任意のアルゴリ
ズムと任意の ε > 0 に対し最小採択確率が 3/7 + ε 以
下となるインスタンスが存在する．

問題の入力を 1/n 以下の正数 ε および 1 の 2値に限
定した問題においては，次の γ-計画的魔法使いアルゴ
リズムにより最小採択確率 3/7 を保証できる．

γ-計画的魔法使いアルゴリズム� �
γ を任意の実数，Wi をアイテム i が到着した時点
におけるナップサック内の総アイテムサイズの実
現値とする．アイテム i がサイズ 1 をとる確率を
pi とするとき，次のような確率でアイテム i を選
択する：

Pr[Wi] =


0 if Wi > 1,
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i
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γ
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i

)
if Wi = 0.� �

定理 5. アイテムサイズを {ε, 1} に限定した臨界アイ
テム不採択設定では，3/7-計画的魔法使いアルゴリズム
は任意のインスタンスにおいて各アイテムを確率 3/7

で採択する．

4 臨界アイテム採択設定
臨界アイテム採択設定では，γ-積極的魔法使いアルゴ

リズム，γ-保守的魔法使いアルゴリズムの両方において
一定の最小採択確率が保証されることを示した．

定理 6. 臨界アイテム採択設定では，1/2-積極的魔法使
いアルゴリズムは任意のインスタンスにおいて各アイ
テムを確率 1/2 で採択する．

定理 7. 臨界アイテム採択設定では，1/2-保守的魔法使
いアルゴリズムは任意のインスタンスにおいて各アイ
テムを確率 1/2 で採択する．

不可能性に関しては，臨界アイテム採択設定のオンラ
イン最小採択確率最大化ナップサック問題において，任
意のアルゴリズムに対し最小採択確率が 1/2 以下とな
るインスタンスが存在することを示した．

定理 8. 臨界アイテム採択設定のオンライン最小採択確
率最大化ナップサック問題は，保証できる最小採択確率
が 1/2 以下となるインスタンスが存在する．

すなわち，臨界アイテム採択設定においては，1/2-積
極的魔法使いアルゴリズムと 1/2-保守的魔法使いアル
ゴリズムの性能はともにタイトである．
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