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1 はじめに
深層学習は近年, 画像や自然言語処理をはじめとし
た多くの分野で高い予測精度を発揮している. しかし,

高い精度を実現しながらもモデルの複雑さゆえに学習
データに対して過学習してしまうことが多く, これはモ
デルが汎化するためには複雑すぎてはならないとする
従来の学習理論では説明できないものである.このよう
な現象を良性過学習といい, 現在多くの研究者が高次元
統計学の枠組みで深層学習の汎化現象を研究している
ものの [1, 2, 3, 4], それらの研究は 1出力の問題設定に
限定されてしまっている. 多出力の問題は多クラス分類
といった多くの重要な問題設定を含んでいるため, 深層
学習の汎化現象を理解するには不可欠な問題設定であ
る. 本研究では多出力線形回帰の問題設定で二層線形
ニューラルネットワークにおける良性過学習の解析を
行い, 特徴量学習したリッジ回帰 (二層線形ニューラル
ネットワーク)が特徴量学習をしていないリッジ回帰を
優越すること (3章), そして学習した二層線形ニューラ
ルネットワークがベイズ最適性を満たすこと (4 章) を
示した. これらの結果は多出力設定ならニューラルネッ
トワークが高次元でも適切な特徴学習を実現できるこ
とを示している．

2 問題設定
本 研 究 で は 出 力 が m 個 の 多 出 力 の
線 形 回 帰 問 題, 特 に 教 師 デ ー タ Dn ={(
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という関係で生成されている時, m個のシグナル β∗i ∈
Rd (i = 1, . . . ,m) を推定する問題を考える. 本研究
では X = (x1, . . . , xn)

⊤ ∈ Rn×d, 正則化パラメータ
λ > 0 について β∗i の推定量として以下のものを考
える:

β̂i(W ) = WX⊤ (
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)−1
y(i).

但し, W ∈ Rd×d は目的関数
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の最小化元であるとする. 但し, σ′2 はパラメータであ
り, Σ̂wx := 1

nWX⊤XW⊤ である. この推定量はW を
一層目のパラメータ, β̂i(W )を二層目のパラメータとす
る二層線形ニューラルネットワークに対応することに
注意されたい.

3 特徴量学習の効力
本章では二層線形ニューラルネットワークとリッジ

回帰の比較によって特徴量学習が有益であることを示
す. ここでは推定量 β̂i(W ) の性能の指標として以下に
示す予測損失を考える:
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この予測損失は未来のテストデータに対する予測の誤
差を表している. さらに予測損失は以下のようにバイア
ス・バリアンス分解することができる:
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≲ B + V.

バイアスはシグナルと推定量全体の空間の “距離”, バ
リアンスはノイズによる予測のずれを表している. この
時, バイアスとバリアンスは以下の定理 1のように評価
することができる.

定理 1. R(W ) − tσ2 = o(1) を満たす t > 0 につい
てある k = o(n) が存在し, この k, t がある定数 cx に
ついて t ∈ (1, n/cx),

√
k +

√
t ≤

√
n/cx を満たす時,

2tσ2 ≤ σ′2, σ′2− tσ2 = Ω(1)なる σ′2について, ある定
数 c1, c2が存在して任意の s ∈ (0, n)と δ = o(1)につい
て確率 1−20e−t/cx−2e−c1k−2e−c2s− σ2 max∥β∗i∥2

Σx

nδ2 以
上で以下のようにバイアスとバリアンスは評価できる.

B + V = O
(
max{R(W )− tσ2, δ}

)
.

定理 1 によって目的関数 R(W ) は予測損失の上界
の推定量として機能することがわかる. 以下では定理



Analysis on Benign Overfitting of Two-layer Linear Neural Network (鈴木 渓太)

1 の上界に現れる R(W ) − tσ2 の評価を行う. Σβ :=
1
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2
i := µi (Σβ) とし, V ∈ Rd×d を各列

に Σβ の固有ベクトルを固有値の大き順に並べた行列と
する. この時, 以下の定理が成立する.

定理 2. tσ2 < σ′2 とする. この時, w2
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なる wi についてW = diag(w1, . . . , wd)V
⊤ とした時,
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が k ≤ nを満たすなら高確率で以下が成立する.
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定理 1と定理 2を組み合わせることで, 定理 2の上界
が十分小さければ R(W ) を最適化することで予測損失
自体を十分小さくできることがわかる.

　多出力の場合の通常のリッジ回帰の予測損失のバイ
アスとバリアンスの評価について, Σx の固有値を大
きい順に λ1 ≥ · · · ≥ λd と表記し, k ≤ n について
ρk := 1

nλk+1
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nλ+
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) とし, λi に対応する Σx

の固有ベクトル ui ∈ Rd について σ̃2
i := u⊤

i Σβui を定
義する. この時, リッジ回帰のバイアス BR とバリアン
ス VR は適切な仮定の下で [4]と同様に固有値の大きな
k成分と小さな d− k成分に分けて解析することで以下
のように評価することができる:
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この評価と定理 2 の上界を比較することで特徴量学習
を行なった二層線形ニューラルネットワークが特徴量
学習を行なっていない通常のリッジ回帰を以下の設定
で優越することを示すことができる.

1. Σx の減衰が遅い時
2. xと β∗i の広がりを持つ方向が違う時
3. Σx の小さい固有ベクトルがある程度大きい時
4. 出力 y(i) が大きい時

これらの結果は特徴量学習によってWx の分布がシグ
ナル β∗i の分布と近くなることによる恩恵である.

4 ベイズ最適性
本章では二層線形ニューラルネットワークのバイア
スとバリアンスがベイズ最適性を満たすことを示す. は

じめに, 以下で定義されるX ∈ Rn×dと y = Xβ∗+ ϵ ∈
Rn を用いた推定量を考える:

β̂B(X,β∗, ϵ) = argmin
β̂

Ex,β

[(
β⊤x− β̂⊤x

)2
]

右辺は β∗ の分布を事前分布であると解釈すればベイズ
リスクであると見なすことができ, ベイズリスクを最小
化する推定量 β̂B をベイズ推定量という.この推定量は
x ∼ N (0,Σx), β∗ ∼ N (0,Σβ), そして出力に加えられ
るノイズ ε が ε ∼ N (0, σ2) である時, 以下のように解
析的に書くことができる:

β̂B(X, y) =
(
X⊤X + σ2Σ−1

β

)−1

X⊤y.

このベイズ推定量を用いることで, 以下の定理のように
二層線形ニューラルネットワークのバイアスとバリア
ンスの下界を構成することができる.
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k ≤ n が存在するとする. この時, x ∼ N (0,Σx) であ
り, ϵ(i) の各成分が平均 0, 分散 σ2 の正規分布に i.i.d.

に従うなら以下が高確率で成立する:
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定理 2と定理 3を比較することで σ2 = Θ(σ′2 − tσ2)

であるならば定理 2 の上界はオーダーの意味でその下
限を達成していることがわかる.
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