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1 はじめに
構造保存数値計算法（構造保存解法）は、偏微分方程
式の解がなす数理構造を抽出した「不変量」に対応する
離散量の保存により解を高精度で近似する手法である．
離散変分導関数法 (DVDM, [1]) の開発を契機として，
一般手法の研究が進捗する一方，厳密な理論的正当性は
個別論に留まっている．
本論文では，収束性が証明済の構造保存解法の保存量
の共通点に基づく分類により，収束性の証明の議論を整
理する．この論法をいくつかのスキームに適用するこ
とで，上記の共通点が証明に有効であり，この性質がな
い場合は困難な状況になることが確認される．
さらに，Zakharov方程式系の構造保存解法に関する
数値実験を行う．この方程式系では，その特殊性を個別
的に活かした構造保存スキームの研究が充分に進んで
いるが，一般手法 DVDMでもスキームを構成できる．
実際にどちらのスキームが優れているかは明らかでは
ないため，この問題に答えるための集中的な数値計算を
行った．その結果，個別性を活かした高速なスキームの
方が多くの状況では優れていたが，長時間の数値実験に
おける安定性では DVDMの優位性が確認できた．

2 数学的準備
偏微分方程式 ut = f(u, ux, . . .)の解を u(t, x)とし，
周期境界条件 u(t, x + L) = u(t, x) を仮定する．近似
解 u

(m)
k ≈ u(m∆t, k∆x) を計算することが数値計算法

の目的である．その精度を高めるために，構造保存解法
では以下の保存量を利用する：∫

u(t, x)dx =

∫
u(0, x)dx (質量),∫

u(t, x)2dx =

∫
u(0, x)2dx (ノルム),

そして各方程式に固有のエネルギーである．
構造保存解法の正当性は「可解性」と「収束性」で評価
される．可解性とは，初期値 u(0) に対し，数値解 u(m)

が各 mで一意に定まることであり，固定点定理に帰着
させる論法が確立されている．一方，収束性とは，誤差
項を e(m) :=

(
u
(m)
k − u(m∆t, k∆x)

)
k
とすると，ある

ノルム ∥ · ∥X に対して
∥∥e(m)

∥∥
X

→ 0 (∆t,∆x → 0)と
なることをいう．これを示すには，
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を示せば，離散 Gronwallの補題で証明が終わる．が，
(1)どの ∥ · ∥X を選ぶか，
(2)その ∥ · ∥X に対していかに不等式評価を示すか，
の 2点の議論は未整理で，∥ · ∥X 相当の概念が天下り的
に登場する例もある．また，不等式評価の際は方程式の
(a)空間微分の次数と (b)非線形性に基づく困難がある
ため，そもそも収束性が未証明のスキームも多い．
そこで本論文では，収束性が証明済のスキームの共通
点の分析を通じて未証明のスキームにアプローチする．

3 保存量の分類と収束性の証明
収束性が証明済の構造保存スキームの多くはノルム

∥v∥2 :=
(∑

k |vk|2∆x
)1/2 を保存する.つまりスキーム

は δ+t ∥u(m)∥22 = 0を満たす形のため，δ+t ∥e(m)∥22 を評
価しやすい（∥ · ∥X = ∥ · ∥2）．筆者の卒業研究で扱った
Ostrovsky方程式のノルム保存スキームが例である．
保存量がノルムでなくても，何らかのノルムの 2 乗
和で書ける場合，この 2次エネルギーに対応する ∥ · ∥X
を選ぶと収束性を証明できる例が多い．
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を保存する modified Camassa–Holm 方程式の構造保
存スキームもそのひとつであり，パラメータが p = 2の
場合に対して先行研究 [2] で収束性が示されていたが，
筆者はこの結果を一般の pに対し拡張できた．
一方，非 2 次エネルギーを保存する構造保存スキー

ムでは，収束性の証明は非常に難しい．例外として
Zakharov方程式系があるが，これは非 2次エネルギー
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∫ [
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とノルムを同時に保存できる特殊な例である．Glassey

のスキーム [3]で ∆t = ∆xの場合に収束性が示されて
いたが，筆者は類似の DVDMスキーム [1]に対しても
収束性を証明し，その際に仮定の除外に成功した．
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この場合，非 2次エネルギーのうち，2次量の部分を
抜き出したものに対応する ∥ · ∥X を選ぶと，議論の工夫
により (a)空間微分の次数による困難には対処できる．
一方で，(b) 非線形性による困難へと対処できるのは，
Zakharov方程式系の保存スキームではノルムを同時に
保存できるという特殊性ゆえである．
ゆえに，非 2次エネルギーのみを保存するスキームで
の収束性証明は困難になる．実際，Ostrovsky方程式の
エネルギー保存スキームでこのことが確認されている．
ここで，Ostrovsky方程式に関しては，ノルムを保存

するスキームの収束性を卒業研究で筆者はすでに証明
しているが，それでもエネルギー保存スキームには解析
の価値がある．
というのも，そもそも構造保存解法の精度は方程式が
なす系の数理構造を保存量が抽出していることに由来
するが，ノルムよりエネルギーの方が特徴量として適切
なのである．実際，[4] での数値実験では，エネルギー
保存スキームの方が良い結果を示している．
さて，Ostrovsky方程式のエネルギー保存スキームの
収束性を証明する際も，非 2次エネルギー
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に対応する ∥ · ∥X の選択と議論の工夫により，(a)空間
微分の次数による困難には対処できるが，(b)非線形性
による困難への対処には，有界性仮定が必要になる．
直接的な議論での証明には sup 有界性 ∥u(m)∥∞ :=

supk

∣∣∣u(m)
k

∣∣∣ < ∞の仮定が必要だが，Zakharov方程式
系や連続版 Ostrovsky 方程式での議論を参考にして，
L2 有界性 ∥u(m)∥2 < ∞の仮定にまで緩和できた．
しかし，この L2 有界性が実際に成立することを示す
目処は立っていないのが現状である．

4 数値実験
Zakharov 方程式系の数値実験では，前章で述べた

Glasseyのスキーム (G)とDVDMによるスキーム (D)

を比較した．
ここで，(G)は Zakharov方程式系の特殊性に適応し
ており，陰的線形のため高速で解けるが，元の方程式系
のエネルギー E(t)に対応する保存量
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が時間に関して非整合的な点が懸念される．対して (D)

は，一般手法 DVDMの適用により得られる陰的非線形
スキームであり，(G)に比べて計算は遅いが，保存量
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は時間に関して整合的なものである．構造保存解法の
精度の根本である保存量を厳密に保存できる (D) の方
が，精度では優れることが期待される．
疎行列を利用した高速な実装の下，いくつかの状況で

数値実験を行ったところ，(G) の実行時間は (D) の約
10倍であった．同条件下での精度では (D)の方が若干
優れるが，実行時間の差を覆すほどではなかったため，
多くの状況では (G)が優位だといえる．
しかし，(G) はエネルギーの保存精度で (D) に劣る

ため，長時間の数値実験においての安定性では (D) の
優位性が見られた．ある設定の実験結果の図 1 は顕著
な例である．この場合，特に成分 E について，(G) の
精度は時間経過とともに加速度的に悪化しており，実行
時間の不利を (D)が覆しうる結果となっている．

図 1.
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