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1 はじめに
連続最適化手法はステップ幅 0の極限を考えることで
連続力学系と結びづけられる．この視点に着目する研究
は古くから行われていたが，近年 Su–Boyd–Candès [3]

が加速勾配法に対して連続極限 ODEを導出して以降，
特に活発になっており，様々な新しい ODE が考案さ
れ，その離散化として最適化手法が導出されている．本
研究では最適化に対する力学系アプローチに数値解析
学を取り込むことを目指す．本研究は 3 つの内容から
構成されているが，本要旨ではそのうち 1つを重点的に
説明し，残りの 2つは発表で詳細に扱う．

2 安定な数値解法の最適化への応用
2.1 概要
最適化手法の最急降下法は勾配流に対する陽的 Euler

法と解釈できる．本研究では陽的 Euler 法よりも安定
性の高い数値解法である Runge–Kutta–Chebyshev 法
(RKC) を勾配流に適応することで，刻み幅の制限を緩
和し，より速く収束する最適化手法の構成を試みる．
本研究の貢献は，RKCを最適化手法として使うこと
を提案したこと，RKCと最適化手法のChebyshev準反
復の関係を指摘したこと，および最適化のための RKC

のステップ幅適応法を連続 Runge–Kutta法を用いて構
成したことである．しかし，RKCを最適化手法として
活用している先行研究が見つかっている [1]．この研究
と本研究の関係は節末で説明する．
2.2 準備：Chebyshev–Runge–Kutta法 (cf. [2])

定義 2.1 (線形安定性解析 (cf. [2])). 数値解法を
Dahlquist のテスト方程式 ẏ = λy, y(0) = 1 に適用
したときの値を R(hλ)と定めるとき，Rを安定性関数，
集合 { z ∈ C | |R(z) ≤ 1| }を安定領域という．

刻み幅 hは z = hλが安定領域に含まれるように取る
必要がある．上記の λはベクトル場の Jacobianの固有
値に相当する．凸関数に対する勾配流は，その値が非負
の実数であるため，負の実軸を広く含む安定領域が勾配
流の離散化に適している．このような安定性関数は以

下のように構成できる．

Rs(z) :=
1

Ts(w0)
Ts(w0 + w1z),

w0 := 1 +
ε

s2
, w1 :=

Ts(w0)

T ′
s(w0)

.

ここで Ts は s次 Chebyshev多項式であり，ε > 0は事
前に与えられるパラメータである．対応する安定領域
は図 1のような形状をしている．
安定性関数 Rs を実現する数値解法は，s 段の陽的

Euler 法の合成である因数分解法やその改善である
Lebedevの方法，Chebyshev多項式の 3項間漸化式を
用いる Houwen–Sommeijerの方法 (HS法)がある．
2.3 RKC の最適なパラメータと Chebyshev 準反復と

の関係
µ-強凸かつ L-平滑な 2次関数 f(x) = x⊤Ax/2+b⊤x

に関する勾配流 ẋ = −∇f(x)に RKCを適用したとき，
x(k+1) − x⋆ = Rs(−hA)(x(k) − x⋆) が成立する．こ
こで x(k) は数値解，x⋆ は最適解である．s を固定し，
maxµ≤λ≤L Rs(−hλ)を最小にする ε, hは次のように求
まる：

(w1h)
⋆ =

2

L− µ
,

ε⋆

s2
=

2µ

L− µ
.

実はこのパラメータによるHS法のRKCはChebyshev

準反復の最初の s 回の反復と一致する．Chebyshev 準
反復とは強凸 2 次関数に対して最適の最悪ケース収束
レートをもつ最適化手法である．したがって，RKCは
Chebyshev 準反復の数値解法的対応物と解釈できる．
段数無限大の極限で RKCの収束率は Chebyshev準反
復と一致する：

lim
s→∞

(Rs(−hA))
−1/s

=

√
L−√

µ
√
L+

√
µ
. (1)

2.4 連続 Runge–Kutta法による曲線探索
本研究ではステップ幅の適応により RKCを 2次関数

以外に応用することを考える．通常の直線探索では失
敗することがあるため，連続 Runge–Kutta法を用いて
「曲線探索」を行う．連続 Runge–Kutta 法は Runge–

Kutta 法の出力を小さい計算コストで連続的に補間す
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図 1. 陽的 Euler法の安定領域と安定性関数に R5, R9 を持つ数値解法の安定領域．

る手法である．これにより RKCの 1ステップの間を曲
線で補完し，その上をバックトラックすることでステッ
プ幅を適応させる (Algorithm 1)．いくつかの最適化問
題に本手法を適用した．Cahn–Hilliard型ポテンシャル
エネルギー最小化問題に適用した結果を図 2に示す．
Algorithm 1 曲線探索付き RKC

Input: f : Rn → R, ∇f : Rn → Rn, x0 ∈ Rn, ε > 0,
h0 > 0, tol > 0

1: k ← 0, h← h0, x← x0

2: while ∥∇f(xk)∥ ≥ tol do
3: fb ← f(x)
4: p← ∇f(x)
5: xtemp ← RKCε,h(x)
6: u← xtemp

7: θ ← 1
8: while f(u) > fb + 0.5⟨p, xtemp − x⟩ do
9: θ ← 0.7θ

10: u← x− (θ − θ2)hp+ θ2h(xtemp − x)
11: end while
12: x← u
13: k ← k + 1
14: if θ = 1 then
15: h← 1.1h
16: else
17: h← 0.7h
18: end if
19: end while
Output: x ∈ Rn
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図 2. Cahn–Hilliard型エネルギー最小化問題に Al-

gorithm 1を適用した結果．縦軸は直線探索付
き最急降下法 (SD) と Algorithm 1 の勾配計
算回数の比である．fac. は因数分解法，L. は
Lebedevの方法，H.S.は HS法を指す．

2.5 先行研究との関係
先行研究 [1]では，HS法による RKCを強凸 2次関

数に対する最適化手法として活用し，さらに強凸 2 次
関数を摂動した非 2次関数に対する応用も考えている．
この研究では，第 2.3節とは異なり，最適な RKCパラ
メータを，εを固定し s, hについて求めており，その結
果，式 (1)に対応するレートが準最適になっている．ま
た，本研究では先行研究とは異なり，ステップ幅適応に
より非 2 次関数への応用を提案している．適応範囲が
広いが，理論保証は未だつけられていない．

3 ODEの本質的収束レート
連続系の収束レートは時間スケール変換でいくらで

も加速できてしまう．これにより，ODEに収束レート
が定義できず，最適化手法との対応関係が考えられなく
なってしまう問題があった．本研究では数値解法の安
定性を援用して，ODE に対して「本質的収束レート」
を定義し，レートに不定性を除去した．

4 弱離散勾配による最適化手法の統一的記述
連続系の収束証明は Lyapunov 関数を用いて簡単に

行える [4]が，離散系の収束解析は各スキームに依存し
て個別的に行われていた．本研究では構造保存数値解
法の離散勾配法を拡張し，弱離散勾配を定義すること
で，種々の ODE に対する様々な離散化を統一的に記
述・解析した．弱離散勾配によるスキームは既存の最適
化手法や離散勾配法による手法を含んでいる．
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