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1 序論

本研究では以下のような再生核Hilbert空間 (RKHS)
上の求積公式であるカーネル求積を考える:∫

Ω
f(x)µ(dx) ≈

n∑
i=1

ωif(xi) (Ω ⊂ Rd, f ∈ HK).

ここで HK は RKHS で, µ は Ω 上の確率測度である.
Kernel Herding[1, 3, 7] はカーネル求積公式の構成法
の一種である. アルゴリズムの計算的効率性や出力され
る数値積分公式の数値的安定性などの特長がある一方

で, 標本点数に対する誤差の収束速度が他のカーネル求
積法と比較して遅いという欠点がある. 本研究ではその
特長を保ちつつ, 少ない標本点数で高い精度を持つ求積
公式を出力するようにKernel Herdingを改良する.

2 Kernel Herdingと CG法

Kernel Herdingは有限次元の凸最適化手法である条
件付き勾配法 (CG法 [6])の無限次元の特別な場合と考
えられる. CG法で解くのは次の問題:

min
x∈C

f(x) (f : 凸, C ⊂ Rd : 凸多面体).

ここで C に対して C = conv(VC) (VC ⊂ C)となると
する. アルゴリズムは以下の通り:

Algorithm 条件付き勾配法 (CG法)
Require: 初期点 ξ1 ∈ VC

1: for t = 1 to n− 1 do
2: vt+1 = argmaxv∈VC

⟨−∇f(ξt), v − ξt⟩
3: ステップ幅 0 < αt ≤ 1 を決める
4: ξt+1 = (1− αt)ξt + αtvt+1

5: end for
6: return ξn

Kernel Herdingは以下の設定に対応する:

• F (ν) = ∥µK − ν∥2
K

(最悪積分誤差 (MMD)の 2乗).

• VC = {K(x, ·) | x ∈ Ω}.
• C = conv{K(x, ·) | x ∈ Ω}.

ここで ∥·∥K はHK のノルムで µK =
∫

Ω K(x, ·)µ(dx).
出力 νn は νn =

∑n
i=1 ωiK(xi, ·) になり, 標本点

{xi}n
i=1, 重み {ωi}n

i=1 の数値積分公式に対応する. 本
研究ではより小さい n で高精度な数値積分公式になる

ように Kernel Herdingを改良する.

3 勾配近似による Kernel Herdingの加速

先行研究 [4]のアルゴリズムを Kernel Herdingに適
用することでスパースな解を得ることを目指す.

Algorithm 勾配近似による改善版 Kernel Herding
for t = 1 to t = T do

for k = 1 to k = Kt do
−∇f(ξt) の近似勾配 dk =

∑k
i=1 ci(K(xi, ·) −

νt) (ci ≥ 0)を計算
end for
νt+1 = νt + αtdKt

(Kt 個の頂点が追加)
end for

近似勾配 dKi
と真の勾配 −∇F (νi)のなす角を θi と

する. 以下の命題から最悪積分誤差は cos θi によって決

まることがわかる.

Proposition 3.2.2. ϵi = ∥µK − νi∥2
K とする. αi ̸=

1 (i = 1, . . . , n)なら

ϵt = ϵt ·
t−1∏
i=1

(1− cos2 θi).

これに基づき, 近似勾配の構成手法として以下のよう
な cos θ を貪欲に最大化する手法を提案する.

cos貪欲最大化法� �
1. ck, vk ← argmaxv∈V −νt

c≥0

⟨−∇F (νt),dk+cv⟩K

∥−∇F (νt)∥K ∥dk+cv∥K

2. dk+1 = dk + ckvk� �
以下の定理で近似勾配 dk の真の勾配への方向として

の収束が保証される.
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Theorem 3.2.2 (cos 貪欲最大化法による近似勾配の
収束). P (dk)を −∇F (νt)の直線 {αdk | α ∈ R}への
射影とする. cos 貪欲最大化法による近似勾配 dk に関

して

∥ − ∇F (νt)− P (dk)∥2
K = O(1/k) (k →∞).

また, 勾配近似の錐結合係数 {ci}k
i=1 を各反復で

最適化する手法も提案した. 数値実験で提案手法

がスパース性に関して顕著な改善をすることを確

かめた (Figure 1の左図). カーネルは Matérn 3/2,
Ω = [−1, 1]2, 分布は一様分布, 最適レートは n− 5

4 .

4 Blended Pairwise Conditional Gradients

次に BCG 法 [5] と PCG 法 [2] という手法を組
み合わせた Blended Pairwise Conditional Gradients
(BPCG) という手法を提案する. この手法は有限次元
の凸最適化にも Kernel Herdingの場合にも適用可能.

Algorithm Blended Pairwise Conditional Gradients
(BPCG)

for t = 0 to T − 1 do
at ← argmaxv∈St

⟨∇f(ξt), v⟩ {away vertex}
st ← argminv∈St

⟨∇f(ξt), v⟩ {local FW}
(St は ξt の凸結合を構成する頂点集合)
wt ← argminv∈V (P ) ⟨∇f(ξt), v⟩ {global FW}
if ⟨∇f(ξt), at − st⟩ ≥ ⟨∇f(ξt), ξt − wt⟩ then

local pairwise方向 st−atに進む (localな更新)
else

FW 方向 wt − ξt に進み頂点を追加: St+1 ←
St ∪ {wt} (globalな更新)

end if
end for
return ξT

BCG と PCG は実行可能領域が無限次元の場合 (特
に Kernel Herdingの場合)は収束が保証されていない
がBPCGは無限次元でも収束が保証される. 以下の定
理の Case(B)が Kernel Herdingの場合の収束保証.

Theorem 4.3.1, 4.3.2. C を直径 D の凸な制約領域

とする. また {ξi}T
i=0 ⊂ C を BPCGの出力とする.

Case (A) f を L-平滑な凸関数として µ-強凸性を満た
し, C が有限次元凸多面体ならば,

f(ξT )− f(ξ∗) = O (exp (−c T )) (T →∞)

Figure 1: 3章の実験 (左) と 4章の実験 (右)

ここで定数 c > 0は T に依存しない定数.
Case (B) f が L平滑かつ凸な関数とすると,

f(ξT )− f(ξ∗) = O

(
1
T

)
(T →∞).

数値実験で提案手法のスパース性に対する顕著な有

効性を確かめた (Figure 1の右図). 実験条件は 3 章の
ものと同じ.

5 重みを最適化したカーネル求積の収束解析

ω∗
1 , . . . , ω∗

n = argmin
ωi≥0∑n

i=1
ωi=1

∥∥∥∥∥µK −
n∑

i=1
ωiK(xi, ·)

∥∥∥∥∥
K

(∗)

3 章, 4 章での提案手法に関連する (∗) で重みを最適化
したカーネル求積公式の理論解析を考え, 関数補間との
関係を利用し, 従来なされなかったカーネル依存の解析
および O(1/

√
n)のレートよりも速い収束速度を示した

(Theorem 5.2.1).
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