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1 はじめに
系統樹の推論は生物学における重要な課題である．
ただし，統計的推測の不確実さや生物学的プロセスの影
響によって，使用する遺伝子の場所により異なる系統樹
が推測されることがある．
近年，[1] によって導入された系統樹の空間（tree

space）上で統計的手法を開発する取り組みがなされて
いる．ただし，空間や系統樹推測の手法の複雑性によ
り，系統樹のパラメトリックな分布を与えることは難し
いため，ノンパラメトリックな手法が求められている．
本研究では，系統樹の空間において対数凹という形状
制約を用いたノンパラメトリック最尤推定手法を考え
る．まず，系統樹の空間における最尤推定量の存在性と
一意性に関しての結果を 1次元の場合，多次元の場合に
分けて報告する．さらに，2次元以下での計算のアルゴ
リズムも提案する．また，数値実験を用いてカーネル密
度推定との推定精度の比較を行い，最後にクラスタリン
グへの応用例も示す．

2 先行研究
2.1 tree space

[1]により導入された tree space Tn は，n種の系統樹
の空間をユークリッド空間の正象限を貼り合わせてモ
デルする．これは曲率が非正の距離空間である．特に 3

種の系統樹の空間 T3 は，3つのトポロジーに対応する
半直線 R+ が原点でつながった 1次元の空間であり，4

種の系統樹の空間 T4 は，15 個のトポロジーに対応す
る正象限 R2

+ が複雑につながった 2次元の空間である．
この空間上のノンパラメトリック密度推定手法として
は，カーネル密度推定を適用したもの [2]がある．
2.2 ユークリッド空間での対数凹密度の最尤推定
ユークリッド空間においては対数凹という密度の形
状制約つき推定法が開発された [3]．対数凹密度は正規
分布等を含むノンパラメトリックな密度のクラスであ
る．この推定法は最尤推定を用いるため，バンド幅等の
ハイパーパラメータの指定が不要である．正しくモデ
ル化され，大サンプルの場合には数値的にカーネル密度

推定より精度が良いことも報告されている [3]．

3 最尤推定量の存在性，一意性
3.1 1次元 tree space

1 次元 tree space においては，ユークリッド空間の
場合と同様の結果が成り立つことを確認した．T3 上の
対数凹密度の集合を F0 とおく．

定理 1. (X1, . . . , Xn) (n ≥ 2) をある密度 f0 からの
独立標本とする．この時，確率 1 で l(f) を F0 上で最
大化する f0 の推定量 f̂n が存在し，一意である．

3.2 多次元 tree space

多次元 tree space においては，最尤推定量の存在の
ために追加の条件が必要となる．F̄0 を Td+2 上の上半
連続な対数凹密度の集合とする．

定理 2. (X1, . . . , Xn) をある密度 f0 からの独立標本
とし，その凸包を Cn とおく．Td+2 の各正象限 Oi で
以下の条件のいずれかが成り立つならば，l(f) を F̄0

上で最大化する f0 の推定量 f̂n が存在し，ν-almost

everywhere に一意．

(a) Oi ∩ Cn が点を含まない,

(b) ν(Cn ∩Oi) > 0,

(c) Cn ∩Oi は境界での値のみを含み，点を含む各境界
は (a)を満たす象限とつながっている．

4 最尤推定量の計算法
ユークリッド空間の場合と同様に，対数凹最尤推定量

は次の Rn 上の関数

σn(y) = −n−1
n∑

i=1

yi +

∫
T3

exp(hy(x))dν(x) (1)

を最大化することにより得ることができる．この関数は
凸関数であり，劣勾配を求めることができる．ただし，
hy : Rn → [−∞,∞]は，hy(Xi) ≥ yi (i = 1, 2, . . . , n)

という条件を満たす最小の凹関数である．最適化にお
いて難しい点は，この関数 hy を求めることであり，そ
の問題は Td+2 × R での凸包を求める問題に帰着され
る．以下，集合 {(Xi, yi) ∈ Td+2 × R}の凸包の d = 1
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の場合の計算と，d = 2の場合の近似について述べる．
4.1 1次元 tree space の場合
T3 は 3つの半直線がつながった空間であるため，特
に {Xi}が 1つの象限のみに値をとる場合は R2 の凸包
計算に帰着される．そうでない場合は，凸包には必ず
(0, y)という形の点が含まれる．このような点を先に求
めておくことにより，問題を R2 での凸包計算に帰着さ
せることができる．
4.2 2次元 tree space の場合
T4 ×Rにおける凸包の近似アルゴリズムを説明する．
まず，S0 = {(Xi, yi)}ni=1 と初期化する．また，S0

の各非負象限 O への制限に対して凸包をったものを
H0(O)とおき，H0 = ∪OH0(O)と定義する．ここで，
集合 Sl,Hl (l = 1, 2, . . .)を次のように定義する．第一
に，Hl−1 の点を結ぶ測地線が原点を通る軸上と交差す
る点 (0, y)を見つけ，その yの最大値と最小値を yl1, yl0

とおく．集合 Tl を Sl−1 ∪ {(0, yl1), (0, yl2)} と定義す
る．yl1(yl0)の計算は非凸最適化問題となるため，数値
計算上は下限（上限）で代用をしている．
続いて，全ての Tl の点の組み合わせに対し測地線を

取り，その境界面との交差点全てを Tl に追加する．た
だし境界面とは，T4 の各象限の軸と Rがなす 2次元平
面のことである．さらに，各境界面 B に対して，Tl∩B

の凸包を取り，その頂点を成さない点は Tl から削除し，
Sl = Tl とする．最後に Sl の各象限 O への制限に対し
て凸包を取ったものを Hl(O)とし， Hl = ∪Hl(O)と
する．次の結果は，Hl を凸包の近似とすることの妥当
性を示している．

定理 3.
∪∞
l=0Hl = conv S0

5 数値実験
5.1 カーネル密度推定との比較
次のような 2つの T4 上の対数凹密度を考える．

密度 (a) T4 の全ての象限でサポートされる平均 0，分
散 I の切断正規分布

密度 (b) T4 のある 6つの連結した象限でサポートされ
る平均 0，分散 I の切断正規分布

サイズ 50,100,200,300,500 のサンプルを生成し，提案
手法並びにカーネル密度推定により密度推定を行った．
10サンプルの平均積分二乗誤差の比較が，図 1である．
密度 (a)に関してはユークリッド空間の場合同様，サ

図 1. LCMLE（青）が提案手法，KDE（橙）がカー
ネル密度推定の平均積分二乗誤差 (ISE) を表
す．（上）密度 (a)の推定結果; （下）密度 (b)

の推定結果．

ンプルサイズが増えるにしたがって対数凹最尤推定量
の精度が上回る様子が確認された．一方，tree space に
特有なサポートになっている密度 (b)に関しては，対数
凹最尤推定量が全サンプルサイズでより良い推定精度
を持った．これは，対数凹最尤推定量がサポートをデー
タ点の凸包の閉包に限るという性質によるものと考え
られる．
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