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1 はじめに
トポロジー最適化は，目的に応じて構造物の最適な形
状を求める設計手法である．トポロジー最適化問題は，
大規模な制約付き非凸最適化問題として定式化できる．
大規模な最適化問題では，内点法や逐次 2次計画法など
の汎用の非線形最適化法は，1反復あたりの計算コスト
が膨大になってしまうため，実用的でない．そのためト
ポロジー最適化分野では，これまで最適性基準法 [2]や
MMA (method of moving asymptotes) [7]などの特有
の最適化アルゴリズムが盛んに用いられてきた．しか
し，これらの手法は反復を重ねても最適性の尺度が十分
小さくならず，収束が遅いなどの難点がある．
本研究では，加速射影勾配法によってトポロジー最適
化問題を解く手法を提案する．いくつかのトポロジー
最適化問題の実行可能領域への射影が効率的に計算で
きることを示し，トポロジー最適化問題の性質を考慮し
たステップサイズの決定法を提案する．また，アルゴリ
ズムの大域的収束性が保証される条件について述べる．
提案手法は，大規模な問題でも 1反復あたりの計算コス
トが小さく，パラメータ調整の必要性が少なく，実装も
容易である．数値実験では，多くの問題例で提案手法が
トポロジー最適化の既存手法より高速に最適性が高い
解を得ることを示す．

2 トポロジー最適化問題
トポロジー最適化の研究は，1988 年の Bendsøe &

Kikuchi [2] の論文を契機としており，現在では幅広い
分野に応用が拡大している．以下では，代表的な問題で
あるコンプライアンス最小化問題を例にとってトポロ
ジー最適化問題を説明する．コンプライアンス最小化
問題は，図 1 に示されるように，与えられた荷重 p に
対して最も剛性が高い（最も変形が小さい）形状を求め
る問題である．
コンプライアンス最小化問題は次のように表される

[1]：

Minimize
x∈Rn

pT(K(Hx))−1p

subject to 1THx− V0 = 0,

0 ≤ x ≤ 1.

(1)

図 1. コンプライアンス最小化問題

ここで，x は密度ベクトルとよばれる形状を表現する
変数，p ∈ Rm は荷重ベクトルとよばれる定ベクト
ル，K(x) : Rn → Rm×m は剛性行列，H ∈ Rn×n

はフィルタリングとよばれる作用に対応する定行列，
V0 > 0 は体積の上限値を表す定数である．剛性行列
K(x) は E0 ≫ Emin > 0 を定数，Ke を定行列とし
て K(x) =

∑n
e=1

[
Emin + (E0 − Emin)x

3
e

]
Ke と表さ

れる．
トポロジー最適化問題は，問題が大規模，非凸である

ことに加えて，各反復で目的関数値と勾配を計算するた
めに 1次方程式の求解（有限要素解析）が必要であるた
め計算コストが大きい．

3 加速射影勾配法
加速射影勾配法にはいくつかの種類があるが，本研究

では主に Ocsh et al.の iPiano [6]を用いる．この手法
は，通常の射影勾配法と比較したときの理論的な収束
レートの改善がないため，厳密には加速射影勾配法では
ない．しかし，[4, 5]などの加速射影勾配法と異なり補
助変数が用いられないため，各反復で有限要素解析を追
加で行う必要がなく，トポロジー最適化問題に適して
いる．
目的関数を f，実行可能領域を S とおくと，iPiano

の更新式は以下のようになる：

xk+1 = ΠS(x
k − αk∇f(xk) + βk(x

k − xk−1)). (2)

ただし，ΠS : Rn → S は実行可能領域 S への射影，
αk > 0はステップサイズ，βk ≥ 0はモーメンタムパラ
メータである．パラメータの詳細は [6]もしくは発表ス
ライドの付録を参照されたい．
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4 射影の計算
コンプライアンス最小化問題 (1)の実行可能領域は，

v = HT1として

S = {x ∈ Rn | vTx− V0 = 0, 0 ≤ x ≤ 1} (3)

と表される．まず

x(µ) := max{0,min{1,w − µv}} (4)

とおく．ただし，演算 max{·, ·} および min{·, ·} はベ
クトルの各成分に対して個別に行う．x(µ)が体積制約
vTx(µ∗) = V0 を満たすような µ∗ は区間

[min{w1/v1, . . . , wn/vn}−1,max{w1/v1, . . . , wn/vn}]
(5)

に存在し，そのような µ∗ を用いて，点w ∈ Rn の実行
可能領域 S への射影は

ΠS(w) = x(µ∗) (6)

と表される．µ∗ は 2分法により求めることができるた
め，射影は効率的に計算できる．コンプライアントメカ
ニズム問題と呼ばれるトポロジー最適化問題では，実行
可能領域は

S = {x ∈ Rn | vTx− V0 ≤ 0, 0 ≤ x ≤ 1} (7)

となるが，この場合も同様に 2分法により効率的に計算
できる．

5 ステップサイズ
iPianoは，各反復で降下条件（descent condition）

f(xk+1) ≤ f(xk)+⟨∇f(xk),xk+1−xk⟩+Lk

2
∥xk+1−xk∥2

(8)

が満たされるような Lk を用いてステップサイズ αk お
よび βk を決定すれば，大域的収束性が保証される．通
常はバックトラッキングとよばれる手法を用いて Lk を
求めるが，目的関数値の評価を何度も行うため，トポロ
ジー最適化問題では有限要素解析の回数が増えてしま
い計算コストが大きくなる．そのため，本研究では，

Lk = max

{
Lmin,

∥∇f(xk)−∇f(xk−1)∥
∥xk − xk−1∥

}
(9)

を用いたステップサイズの決定法を提案する．ただし，
Lmin > 0は十分小さい定数であり，L0 > 0は十分大き
い値とする．式 (9)が降下条件 (8)を満たさない場合は
通常のバックトラッキングと同様に降下条件を満たす

ように調整を行えば大域的収束性が保証される．ただ
し，数値実験ではほとんどの場合に式 (9)が降下条件を
満たしたため，追加で有限要素解析を行う必要がなく計
算コストを削減することができた．

6 数値実験
本研究では，コンプライアンス最小化問題，熱伝導

問題，コンプライアントメカニズム問題の 3 つの基本
的なトポロジー最適化問題を扱う [1, 3]．既存手法と
して最適性基準法 [2]，GCMMA (globally convergent

version of method of moving asymptotes) [8] および
汎用非線形最適化ソルバである MATLAB fmincon の
内点法・逐次 2 次計画法と，提案手法を比較する．数
値実験によって，内点法および逐次 2 次計画法は，問
題が大規模になると 1 反復あたりの計算時間が膨大に
なり実用的でないことを示す．また，最適性基準法と
GCMMAは，提案手法と比べて最適性の尺度が十分小
さくならず，停止基準が満たされるまでに時間がかかっ
てしまうことを示す．提案手法は，多くの問題例で既存
手法よりも高速に最適性が高い解が得られ，大規模な問
題でも実用的な時間で解が得られることが期待される．
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