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1 はじめに
グラフの辺彩色は，グラフ理論・組合せ最適化におい
て古くから研究されてきたトピックであるとともに，工
学的にも幅広い応用を持つ重要な分野である．グラフ
の辺彩色における古典的な結果として，二部グラフに対
する Kőnig の定理 [5] と一般のグラフに対する Vizing

の定理 [7] が知られている．これらの定理は，Gupta

[2, 3]によって辺被覆詰め込みを含む枠組みに拡張され
ている．Schrijver [6] は，二部グラフに対する Gupta

の定理を交叉族・交叉優モジュラ関数の枠組みに拡張し
た．この結果は，優モジュラ彩色定理とよばれている．
本研究では，まず Vizingの定理の拡張である新しい
辺彩色定理を示す．また，この定理を用いることで，一
般グラフに対する Guptaの定理にシンプルな別証明を
与える．さらに，この新しい辺彩色定理と単一関数版の
優モジュラ彩色定理の共通の一般化である，優モジュラ
版 Vizingの定理を示す．

2 背景
G = (V,E) を無向グラフとする．G の辺彩色とは，
隣接する辺が同じ色とならないような各辺の色付けの
ことである．G の辺彩色数 χ(G) とは，G の辺彩色に
必要な最小の色数のことである．Kőnig [5]は，二部グ
ラフに対する以下の辺彩色定理を示した．

定理 1 (Kőnig [5]). 二部グラフ G に対して，χ(G) =

∆(G)が成り立つ．

ここで，∆(G) は G の最大次数を表す．同じ頂点に
接続する辺は異なる色で塗る必要があるため，任意のグ
ラフ G に対して χ(G) ≥ ∆(G) が成り立つことに注意
する．Vizing [7]は，一般のグラフに対する以下の辺彩
色定理を示した．

定理 2 (Vizing [7]). 無向グラフ Gに対して，∆(G) ≤
χ(G) ≤ ∆(G) + µ(G)が成り立つ．

ここで，µ(G)は Gにおける多重辺の本数の最大値を
表す．Gupta [3]は，定理 1を辺被覆詰め込みを含む枠

組みに拡張した．

定理 3 (Gupta [3]). G = (V,E) を二部グラフ，k

を正の整数とする．このとき，辺の色付け π : E →
[k] であって，すべての v ∈ V に対して |π(δ(v))| ≥
min{deg(v), k}を満たすものが存在する．

ただし，F ⊆ E に対して，π(F ) := {π(e) | e ∈ F}
と定めている．Gupta [2]は，定理 2も辺被覆詰め込み
を含む枠組みに拡張し，証明なしで発表した．

定理 4 (Gupta [2]). G = (V,E)を無向グラフ，kを正
の整数とする．このとき，辺の色付け π : E → [k] で
あって，すべての v ∈ V に対して以下を満たすものが
存在する:

• deg(v) ≤ k のとき，|π(δ(v))| ≥ min{deg(v), k −
µ(v)}が成り立つ．

• deg(v) ≥ k のとき，|π(δ(v))| ≥ min{deg(v) −
µ(v), k}が成り立つ．

ここで，µ(v)は v に接続する多重辺の本数の最大値
を表す．定理 4 の証明は Fournier [4] によって与えら
れた．Gupta [2]は，定理 2の別の拡張として次の定理
も与えた．

定理 5 (Gupta [2]). G = (V,E) を無向グラフ，k を
正の整数とする．S := {v ∈ V | deg(v) + µ(v) > k}
とおく．このとき，S が独立集合なら，辺の色付け
π : E → [k] であって，すべての v ∈ V に対して
|π(δ(v))| ≥ min{deg(v), k}を満たすものが存在する．

U を有限集合とする．F ⊆ 2U が交叉族であると
は，X ∩ Y ̸= ∅ を満たすすべての X,Y ∈ F に対し
て，X ∪ Y,X ∩ Y ∈ F が成り立つことをいう．関数
g : F → Rが交叉優モジュラであるとは，F が交叉族
であり，かつ X ∩ Y ̸= ∅を満たすすべての X,Y ∈ F
に対して，g(X) + g(Y ) ≤ g(X ∪ Y ) + g(X ∩ Y )が成
り立つことをいう．Schrijver [6]は，交叉優モジュラ関
数に関する以下の彩色定理を示した．
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定理 6 (Schrijver [6]). U を有限集合，k を正の整数
とする．F ⊆ 2U を交叉族，g : F → Z を交叉優モ
ジュラ関数とする．このとき，すべての X ∈ F に
対して min{|X|, k} ≥ g(X) が成り立つなら，色付け
π : U → [k] であって，すべての X ∈ F に対して
|π(X)| ≥ g(X)を満たすものが存在する．

さらに，Schrijver [6]は，定理 1と定理 6の共通の一
般化である，優モジュラ彩色定理を示した．

定理 7 (Schrijver [6], 優モジュラ彩色定理). U を有
限集合，k を正の整数とする．F1,F2 ⊆ 2U を交叉族，
g1 : F1 → Z と g2 : F2 → Z を交叉優モジュラ関数
とする．このとき，すべての i = 1, 2 と X ∈ Fi に
対して min{|X|, k} ≥ gi(X) が成り立つなら，色付け
π : U → [k]であって，すべての i = 1, 2と X ∈ Fi に
対して |π(X)| ≥ gi(X)を満たすものが存在する．

今まで述べた定理の関係を図に表すと以下のように
なる．

図 1. 定理の関係図．青枠が既存研究，赤枠が示した
結果を表す．

3 主結果
本研究では，まず定理 5の拡張である新しい辺彩色定
理を示した．

定理 8. G = (V,E) を無向グラフ，k を正の整数とす
る．c : V → Z+ を，すべての v ∈ V について c(v) ≤
min{deg(v), k} を満たす関数とする．S := {v ∈ V |
c(v) + µ(v) > k} とする．このとき，S が独立集合な
ら，辺の色付け π : E → [k]であって，すべての v ∈ V

に対して |π(δ(v))| ≥ c(v)を満たすものが存在する．

定理 8は，Bergeと Fournier [1]による定理 2の証明
を拡張することで示した．また，定理 8を用いた，定理
4のシンプルな別証明も得た．
さらに本研究では，定理 8を優モジュラ関数の枠組み

に拡張した．この結果を述べるために，いくつか用語を
定義する．U を有限集合とする．F ⊆ 2U が三重交叉
族であるとは，X1∩X2∩X3 ̸= ∅を満たす任意の相異な
るX1, X2, X3 ∈ F に対して，Xi∪Xj , Xi∩Xj ∈ F が，
(X1, X2), (X2, X3), (X3, X1)のうち少なくとも 2ペア
(Xi, Xj) について成り立つことをいう．関数 g : F →
R が三重交叉優モジュラであるとは，F が三重交叉族
であり，かつX1 ∩X2 ∩X3 ̸= ∅を満たす任意の相異な
る X1, X2, X3 ∈ F に対して，Xi ∪ Xj , Xi ∩ Xj ∈ F
と g(Xi) + g(Xj) ≤ g(Xi ∪ Xj) + g(Xi ∩ Xj) が，
(X1, X2), (X2, X3), (X3, X1)のうち少なくとも 2ペア
(Xi, Xj) について成り立つことをいう．本研究では，
定理 8 と定理 6 の共通の一般化として，次の定理を示
した．

定理 9. U を有限集合，k を正の整数とする．F ⊆ 2U

を三重交叉族，g : F → Z を三重交叉優モジュラ関数
とする．L := {X ∈ F | g(X) +DF (X) > k}とする．
このとき，L が g-層族であり，かつすべての X ∈ F
に対して min{|X|, k} ≥ g(X) が成り立つなら，色付
け π : U → [k] であって，すべての X ∈ F に対して
|π(X)| ≥ g(X)を満たすものが存在する．

ただし，各X ∈ F に対してDF (X) := max{|X∩Y | |
Y ∈ F , X ̸⊆ Y ̸⊆ X}と定めている．また，g-層族は
層族の条件を緩和したものである．定理 9は，Bergeと
Fournier [1]による定理 2の証明と，Schrijver [6]によ
る定理 7の証明を組み合わせることによって示した．

参考文献
[1] C. Berge and J. -C. Fournier. A short proof for a

generalization of Vizing’s theorem. Journal of Graph
Theory, 15:333–336, 1991.

[2] R. P. Gupta. On decompositions of a multi-graph
into spanning subgraphs. Bulletin of the American
Mathematical Society, 80:500–502, 1974.

[3] R. P. Gupta. An edge-coloration theorem for bipar-
tite graphs with applications. Discrete Mathematics,
23:229–233, 1978.
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