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1 多面体上の格子点の数え上げ

ある多面体上の格子点の集合は、行列 A ∈ Zn×m,

ベクトル b ∈ Zn を用いて、{y ∈ Zm
≥0|Ay = b} と

表される。この集合の要素数を計算することは整数計

画問題の解の個数の数え上げに等しく、グラフの完全

マッチングの数え上げなどを含む。例えば、A をグ

ラフの接続行列、b を全成分 1 のベクトルとすると、

|{y ∈ Zm
≥0|Ay = b}| はグラフの完全マッチングの個数

となるが、完全マッチングの数え上げは、二部グラフの

場合でも、パーマネントの計算であり、P̸=NP の下で

多項式時間で計算することはできない。

この問題は、素朴な動的計画法を用いて、時間計算

量 O(m(||b||∞ + 1)
n
), 空間計算量 O((||b||∞ + 1)

n
) で

計算できる。Barvinok[1] は m を固定したときの効率

的なアルゴリズムを与えている。Lasserre-Zeron[2]は、

A が非負のケースで、次のような母関数を用いる手法

を考案した。

補題 1 ([2]). 非負行列 A ∈ Zn×m
≥0 , 整数ベクトル b ∈

Zn
≥0 に対し、f(b) = {y ∈ Zm

≥0|Ay = b} と定める。
ẑ(f) =

∑
b∈Zn

≥0
f(b)xb とすると、

ẑ(f) =
1

(1− xA1) · · · (1− xAm)

である。ただし、Aiは Aの i列目の列ベクトルを表し、

c ∈ Zn に対し、xc = xc1
1 . . . xcn

n と表記する。

母関数による手法は、最新の研究 [3] でも用いられ、

時間計算量 O(poly(n,m, ||b||∞)

(||b||∞ + 1)
n
), 空間計算量 O(poly(n,m, ||b||∞)) を達

成している。

2 漸化式による手法

計算の困難な関数に対して、その関数の偏微分方程式

系から、数値的に計算するホロノミック勾配法という

手法がある [4]。具体的には、多変数関数 f(x1, . . . , xn)

に対して、次のようなことを考える。

定義 2 (Pfaffian 方程式系). 有理係数の多項式環 R =

C(x1, . . . , xn)[∂1, . . . , ∂n] を定める。Rの元で、f を解

に持つ微分方程式全体の集合は、R の左イデアルであ

り、このイデアルを I とする。R/I が有理関数係数のベ

クトル空間をなす場合、基底 s1 = 1, . . . , sm がとれて、

基底性より、∂isj =
∑m

k=1 gijk(x)sk が成立する。ここ

で gijk(x)は C係数の n変数有理関数である。よって、

各成分が C(x1, . . . , xn)の行列 Qi を用いて、

∂i

 s1 ◦ f
...

sm ◦ f

 = Qi

 s1 ◦ f
...

sm ◦ f


となる。この偏微分方程式系を Pfaffian 方程式系と

いう。

これを用いて、数値的に f を計算できる。本研究で

は、この手法を離散的な場合に適用して漸化式を得る。

Zn 上の関数 f に対し、差分作用素 ∆+
i を ∆+

i f(b) =

f(b + ei) と定める。ここで ei は第 i 成分が 1 で他が

0の整数ベクトルである。Pfaffian方程式系は微分方程

式系であるが、Zeilbergerの方法 [5]で、差分方程式系

を得ることができ、それが f を計算するための漸化式

になる。以上をまとめたのが、次のアルゴリズムである

[6]。

多面体上の格子点数え上げアルゴリズム� �
入力:非負行列 A ∈ Zn×m

≥0 ,ベクトル b ∈ Zn

出力:f(b) = |{y ∈ Zm
≥0|Ay = b}|

1⃝ẑ(f)を解に持つ微分方程式を計算する

2⃝f を解に持つ差分方程式を計算する。

3⃝f に関する Pfaffian方程式を計算する。

4⃝必要な初期値を計算し、f の値を計算する。� �
上記のアルゴリズムにおいて、微分方程式や微分方程式

の集合は、微分作用素や差分作用素の入った環のイデア

ルをなしており、グレブナー基底を用いて計算できる。

この方法は、多面体上の格子点の数え上げに対して、新

規的な手法であり、興味深いが、計算過程でグレブナー

基底を用いるために計算量解析が困難になる。また、負

成分を含む行列への拡張や、実装が行われていないなど

の様々な課題が残されている。

3 成果 1: n = 1の計算量解析

本研究では、n = 1の場合に、グレブナー基底を用い

ない方法を考案することで、Hirai 19[6]の手法に上から
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の計算量評価を与えることに成功した。なお、n = 1の

場合に、A ∈ Zm, b ∈ Zが与えられ、{x ∈ Zm
≥0|Ax = b}

を計算する問題は、ナップサックの制約に対応する。

補題 3. ẑ(f) =
∏m

i=1
1

(1−xAi )
とする。ここで、g(x) =∏m

i=1(1− xAi)とおくと、(
g(x)

∂

∂x
+ g′(x)

)
◦ ẑ(f) = 0

が成立する。また、この微分方程式から、先行研究 [6]

の方法で、差分方程式を計算すると、
m∏
i=1

(1−∆−Ai) ◦ f = 0

という差分方程式が得られる。

実は、この差分方程式は、包除原理を用いて、f を計

算する場合の漸化式となる。gcd(g(x), g′(x))で割った

あとの微分方程式から差分方程式を計算すると、より最

大項の小さい漸化式が得られる。その漸化式を用いる

と、次の定理が得られる。

定理 4. 多項式 h(x) = gcd(g(x), g′(x)), 集合 S = {d ∈
N|dを約数に持つ ai が存在する } とする。 g(x)

h(x)
∂
∂x +

g′(x)
h(x) という微分方程式を用いて、漸化式を構成す

ると、その漸化式の次数は
∑

d∈S ϕ(d) である。た

だし、ϕ はオイラートーシェント関数を表す。この

漸化式をもとに、f(b) を計算した場合、時間計算量

O((b + m)
∑

d∈S ϕ(d)), 空間計算量 O(
∑

d∈S ϕ(d)) を

達成する。

先行研究 [6]ではグレブナー基底を用いるために、計

算量解析が困難であったが、定理 1の方法で導出した漸

化式より、最大項の小さいものが得られることが示せる

ので、上からの計算量評価が可能となる。

4 成果 2: 負成分を含む行列への対応

定義 5 (端点を有する多面体). {x ∈ Rm
≥0|Ax = 0} =

{0}なる多面体を端点を有する多面体と定める。

行列 A が非負なら、多面体 {x ∈ Rm|Ax = b} は端
点を有する多面体である。A に負の成分を含む場合で

も、多面体が端点を有することもある。本研究では、行

列 A ∈ Rn×m が {x ∈ Rm
≥0|Ax = 0} = {0} を満たすと

きに非負に変換するアルゴリズムを考案した。アルゴ

リズムのアイデアは次のようなものである。

まず、{x ∈ Rm
≥0|Ax = 0} = {0} となる場合に、

{Ax|x ∈ Rn
≥0} を図示すると図 1 のようになる。こ

図 1. Aの点が貼る錐 図 2. 錐と新しい座標

こで、図 2 のように、超平面を用いて新たな座標軸を

定義してやると、各点を非負にできる。代数的には、

可逆な行列 B で、BA ∈ Rn×m
≥0 となるような B を

かけることに等しい。また、可逆な行列 B に対し、

Ax = b ⇔ BAx = Bbが成立するので、入力 (A, b)に

対し、このような B を構築して、(BA,Bb)に対して、

アルゴリズムを適用することで、負成分を含む行列にア

ルゴリズムを拡張に成功した。

5 成果 3: 特異点の発見

本研究では、先行研究 [6] の手法を実装することで、

漸化式の遷移が上手く行かない点が発生することを発

見した。これは、漸化式を導出する段階で、有理関数係

数の環のグレブナー基底に関する演算を行うが、分母が

0となるような点を代入してしまうと、計算が正しくな

らない。逆に、そのような点を経由しなければ正しく演

算が行えることを示した。そして、係数付きの漸化式を

構成することも提案している。
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