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1 はじめに
実ネットワークの大きな特徴の 1 つに密なコミュニ
ティの存在があり、ネットワークの存在するありとあら
ゆる問題でコミュニティ検出は重要な問題となってい
る。モジュラリティはコミュニティ構造の質を測る関
数として導入されて以降、コミュニティ検出の主要な方
法として Newman, Girvan が導入したモジュラリティ
最大化問題を解く手法が用いられている [1]。モジュラ
リティ最大化問題とは、重み付きグラフG = (V,E), 接
続行列 W = {Wij}i,j , wi =

∑
j Wij ,w =

∑
i wi と置

いた時以下のような問題を指す。
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p∈Zn×n

1

w
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wiwj

w

)
pikpjk

s.t. ∀i ∈ V,

n∑
k=1

pik = 1, pik ≥ 0

Hollocou らはこのコミュニティへの各頂点の所属度合
いを、従来の 0か 1かの 2択だったモジュラリティ最大
化問題に対し実数値をとることを許容したモジュラリ
ティを定義し、ソフトモジュラリティと呼んだ [2]。そ
の最大化問題は以下のように定義される。
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ソフトモジュラリティ最大化問題は従来のモジュラリ
ティ (ハードモジュラリティと呼ばれる) 最大化問題と
違い、個々のノードが複数の集団へ寄与することを許容
する問題設定となっており、注目を集めている。今回は
ハードモジュラリティ最大化問題、ソフトモジュラリ
ティ最大化問題の理論保証を目的として、再定式化を
行った。

2 ハードモジュラリティ最大化問題の再定
式化
クラスタリング問題では、クラスターの割り当てにつ
いて縦軸を頂点、横軸を該当クラスターに当てはめた行
列に対応させて考える。ハードモジュラリティ最大化

問題の場合は、X を用いて以下のように表現すること
ができる。

max
Zmod

Tr⟨B, Zmod⟩, Zmod = XX⊤

Zmod の満たす条件は非常に少なく、近似に用いること
が難しくなっている。過去の研究ではモジュラリティ
密度最大化問題 [3] を定義したり、標準化モジュラリ
ティ最大化問題 [4]を定義したりすることで、k-means

最小化問題と同じX(X⊤X)−1X⊤の形式に帰着させさ
せているケースもある。
　今回は特徴が少なく、考えるのが難しいハードモジュ
ラリティに使われる行列について以下の性質を示した。

定理 1. 行列 Z がX を割り当て行列として Z = XX⊤

と、ハードモジュラリティに用いられる行列の表記を用
いて書き表せることは以下と同値である。

Zii = 1 ∃k ∈ Z+, ∃X = {x1, . . .xk} ≥ 0 ∈ Rn×k

s.t. Z = XX⊤, x⊤
i xj = 0 ∀i ̸= j

この定理に関連して示唆できる内容として、Zii = 1

という条件は実はそこまで本質的なものではないとい
うことである。実際、証明の際に重要だったのは、「合
計が 1かつ正の要素が 1個しかない状況を作ること」で
あった。そこで、Zii = 1という条件を

Xi1 + · · ·+Xik = 1 ∀i ∈ [1, n]

としても同様の証明で等価性が示される。そしてさら
に興味深いこととして、直交性を除いた条件

Z = XX⊤

Xi1 + · · ·+Xik = 1 ∀i ∈ [1, n]

Xij ≥ 0

については、ソフトモジュラリティ最大化問題を行列の
内積として再定式化した時に課される条件を等価にな
ることである。つまり、離散的な条件の本質に直交性が
あることが示唆できる。このような直交性の有無とい
う形でソフトモジュラリティとハードモジュラリティ
の区別をした考え方は論文を見渡す限り無かった新し
い考えとなる。
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3 ソフトモジュラリティ最大化問題の再定
式化
行列として表現されていた変数 pを、

p̂ ∈ Rn2

, p̂(j−1)n+i = pij i, j = [1, n]

と、ベクトル p̂として表現し、行列 Ŵ を

Ŵ =



W̄

W̄ 0
. . .

0 . . .

W̄


(1)

{W̄}ij = Wij −
wiwj

w

とすれば、以下の 2次計画問題に書き換えられる。

max
p̂∈Rn2

p̂⊤Ŵ p̂ (2)

s.t. e⊤i p̂ = 1 ∀i = 1, . . . , n

p̂ ≥ 0

　この問題に [6]で用いられた再定式化を用いる。

max
X

⟨Ŵ ,X⟩

s.t. e⊤i Xe1 = 1 ∀i = 1, . . . , n

e⊤i Xei = 1 ∀i = 1, . . . , n

X ∈ C∗
n2

しかし、C∗
n は完全正値行列を指し、ei は

(ei)j =

{
1 j ≡ i (modn)

0 o.w.

と定義されるものとする。(e1ei
⊤ + (e1ei

⊤)⊤)/2 =

E1i, eiei
⊤ = Eii と表記すると、e⊤i Xe1 = 1 ⇔

⟨X,E1i⟩ = 1, e⊤i Xei = 1 ⇔ ⟨X,Eii⟩ = 1 となる
ことからラグランジュ双対をとると、双対問題は

min
λ

n∑
i=1

λii +

n∑
j=2

λ1j (3)

s.t. − Ŵ +
∑
i

λ1iE1i +
∑
i

λiiEii ∈ Cn2

と書くことができる。ここで、Cn は n次元共正値行列
の集合を指す。主計画問題も双対問題も狭義実行可能
解は自明に持つため錐計画問題についての双対定理 [5]

より、問題 (3) の最小値は問題 (2) の最大値に一致す
る。目的関数が 2n − 1次線形の共正値計画問題は、共

正値計画問題は目的関数が 1 次 1 変数でさえ NP 困難
となることが知られており、非常に複雑な問題設定であ
ることが分かる。ここで、共正値性についてさらに分析
していくと、共正値錐を緩和した、目的変数が 1変数の
問題へと再定式化が可能となる。

定理 2. ソフトモジュラリティ最大化問題

max
p∈Rn×n

1

w

n∑
i,j∈V

n∑
k=1

(
Wij −

wiwj

w

)
pikpjk

s.t. ∀i ∈ V,

n∑
k=1

pik = 1, pik ≥ 0

は、以下の問題を解くことと同値である。

min λ

s.t. min
x∈R

−
n∑

i=1

x̄⊤
i W̄ x̄i + λy21 ≥ 0

R =
{
x ∈ Rn2

≥0 s.t. yi = yj ∀i, j ∈ [1, n]
}

ただし、x̄i = (x(i−1)n+1, . . . , xin),yi =
∑n−1

k=0 xkn+i

であり、Ŵ は (1)で定義されるものとする。
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