
修士論文 要旨

減衰度が指定された関数やそのFourier変換の高精度な近似公式
数理情報学専攻 48206220 高倉 直哉

指導教員 田中 健一郎 准教授

1 はじめに

本論文は高精度な近似公式の中でも関数近似公式と

Fourier変換近似公式の 2つの主題で展開する．

1.1 減衰度が指定された関数の近似公式

鵜島ら [7]は，一重指数関数的に減衰する解析関数の

成す関数空間に対する関数近似公式を構成した．さら

に，田中ら [5]はその公式の拡張版を扱っている．ここ

では，その公式を鵜島型関数近似公式と呼ぶことにす

る．一方で，杉原 [2]は関数の減衰度が一般の場合にも

適用できる関数近似公式を構成した．この関数近似公

式を杉原型関数近似公式と呼ぶことにする．また両者

は標本点を適切にとれば，杉原 [2]で求められた関数近

似の誤差の下限を達成する．

一重指数関数的に減衰する関数の場合，鵜島型関数近

似公式と杉原型関数近似公式を比較すると，前者の方

が近似精度が良い場合があることが杉田ら [3]によって

示された．このことから減衰度が一般の場合でも鵜島

型の方が杉原型より高い近似精度を実現する可能性が

ある．

1.2 全周波数領域における Fourier変換の近似公式

大浦 [1]は連続 Euler変換を用いて Fourier変換を近

似する方法を構築した．この手法では一度の近似で，任

意の有限区間を定めてそこでの近似精度を良くするこ

とはできるが，全周波数領域を精度良く近似することは

できない．

本論文の目的は，全周波数領域で高精度な近似公式を

導くことである．それによって，全周波数領域で良い近

似精度を保証する公式を構築でき，微分などの作用素を

そのままその公式に作用させることができるため，微分

方程式の解法に適用できる可能性がある．

そこで，高精度近似法である Sinc法と連続 Euler変

換を用いた大浦の公式を組み合わせることを提案する．

2 関数近似公式

2.1 既存の関数近似公式

近似対象の関数 f の定義域を複素平面状の帯状領域

Dd = {ζ ∈ C| |Imζ| < d} (d > 0) (1)

とし，重み関数 wと同様に減衰する関数の空間を，

H∞(Dd, w) = {f : Dd → C|f は Ddで正則 (2)

かつ ∥f∥ <∞を満たす }

と定義する．ここで，∥f∥ = supz∈Dd
|f(z)/w(z)| であ

る．また，Td(x), Bn;k(x; a,Dd)を

Td(x) = tanh
( π
4d
x
)
, (3)

Bn;k(x; a,Dd) =
∏

1≤j≤n
j ̸=k

Td(x− aj) (4)

と定義する．ここで，a = {aj}nj=1 ⊂ R は相異なる n

個の標本点を表す．

一重指数減衰する関数 (1 − ψ(z)2)µ/2, ψ(x) =

tanh(x/2) と同様に減衰する関数 f ∈ H∞(Dd, (1 −
ψ(z)2)µ/2), 0 < d < π に対し，µ/2 < ν < µ/2 + 1を

満たす実数 ν を用いて，次の鵜島型関数近似公式が提

案された [5, 式 (3.2)]．

f(x) ≈ Lν,n[a; f ](x) (5)

:=

n∑
k=1

f(ak)
2d

π

Bn;k(x; a,Dd)

Bn;k(ak; a,Dd)

· (1− ψ(x)2)ν

(1− ψ(ak)2)ν−1

Td(x− ak)

ψ(x)− ψ(ak)
.

2.2 拡張された鵜島型関数近似公式

減衰度が一般の重み関数 w で表された場合に拡張し

た鵜島型関数近似公式を次のように定める．

L̄ϵ,n[a; f ](x) (6)

=

n∑
k=1

f(ak)
Bn;k(x; a,Dd)w(x)

Bn;k(ak; a,Dd)w(ak)

2d

π

· (1− ψ(x)2)ϵ

(1− ψ(ak)2)ϵ−1

Td(x− ak)

ψ(x)− ψ(ak)

ここで，ϵは 0 < ϵ < 1を満たす任意の実数である．

この公式は w(x) = (1−ψ(z)2)µ/2, ϵ = ν −µ/2のと

き (5)と一致する．この公式も関数近似の誤差の下限を

達成することが示せる．また，数値実験によってこの提

案公式と杉原型関数近似公式を比較した．標本点は田

中と杉原 [6]の手法により求めたものを利用した．その

結果，提案公式の精度の方が良くなる場合を確認した．
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3 Fourier変換近似公式

3.1 Sinc法

指数減衰する f ∈ H∞(Dd, exp(−A|z|)) の Fourier

変換 F (t) =

∫ ∞

−∞
f(x)eitxdxの近似を考える．

そこで，H∞(Dd, exp(−A|z|))に Fourier変換を施し

た後の関数空間が H∞(DA, exp(−d|z|)) であることを
示した．この変換後の関数に Sinc法を適用する．

Sinc 法とは，sinc(t) =

{
sin (πt)

πt (t ̸= 0)

1 (t = 0)
で表さ

れる Sinc関数を用いて，

FT[f ](t) = F (t) ≈
n∑

k=−n

F (kh)sinc

(
t

h
− k

)
(7)

と近似する方法である．hは正の実数で刻み幅を表す．

特に，H∞(DA, exp(−d|z|))に Sinc法を適用する場

合，h =
√

πA
dn と取ることで，O(

√
n exp (−

√
πAdn))

の精度を実現することができる．

3.2 大浦公式

(7) では F (kh) の値を知る必要があるため，連続

Euler変換 w(x; p, q) = 1
2erfc(x/p− q)を用いた大浦の

公式で近似計算する．erfcは相補誤差関数である．

大浦公式は

F (t) ≈ F̃N,h′(t) = h′
N∑

k=−N−1

w(|kh′|; p, q)f(kh′)eitkh
′

(8)

と書ける．ここで，h′ は刻み幅を表している．

公式 (8)は ωb/ωu ≤ min{α, 1/2}を満たす ωb, ωu を

予め定め，h′, p, q を上手くとることで，ωb < |t| < ωu

を満たす F (t) を O
(
C(N) exp

(
−
√

πdω2
bN

2(ωb+ωu)

))
の

精度で近似できる [4]．ここで α は f に依存する定数

で，C(N)は N に依存する定数である．

3.3 全周波数領域における Fourier変換の近似公式

以上の背景を踏まえ，以下の公式を提案した．

F (t) ≈
n∑

k=−n

F̃N,h′(kh)S(k, h)(t) (9)

近似誤差を小さくするために {kh}nk=1 を以下のよう

に分割して，各分割で {F (±kh)}nk=1 に大浦の公式を適

用することを考えた．

ωb1= h < 2h < . . . < r1h = ωu1 (10)

≤ωb2= (r1 + 1)h < . . . < r2h = ωu2 ≤ . . .

≤ωbl= (rl−1 + 1)h < . . . < nh = ωul.

この分割に関して，できるだけ多くの分割を取る方

が良いことを示した．そこで分割数が最大となる分

割を用いて，必要な標本点数 N が N < 4
√

dA
π ·

1+4a−a2

a(1+a) n
3/2 + o(n3/2) であることを示し，提案公式

全体が O(N logN exp(−BN1/3))の精度を実現するこ

とを示した．但し，B は f に依存する定数である．

また，いくつかの関数例の標本点数と近似誤差を数値

実験によって求め，理論値に整合することを確かめた．

図 1. f(x) = sech(πx), F (t) = sech(t/2)に対する

近似誤差
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