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統計学上の問題の 1 つに，期待値や正規化定数，あるいは確率の計算を行う場合に出現する陽に書けないパラメー
タ付きの積分をどう求めるかという問題がある．これらの問題については，一般に数値積分や級数展開による近似式
を用いて計算を行う場合が多い．具体的には，モンテカルロ法や鞍点法を用いるといったことが対処法として提案さ
れている．しかし，例えば最尤法を勾配法を用いて数値的に解く際，その目的関数に陽に書けない積分が含まれてい
る場合，最適化のステップ毎に積分の値を数値評価する必要が生じ，計算効率が悪くなってしまうことが問題視され
てきた．

[8]によって提案されたホロノミック勾配法は，この問題に対処するために提案された．これは，計算対象の関数を
それが満たす微分方程式系に変換して数値計算を行うという手法である．上で述べた最適化問題を解く際も，積分計
算を 1 回で済ませることができるという点が利点として挙げられ，近年様々な計算困難な積分の計算及び積分を含む
問題に適用され 研究が進められてきた．具体的には積分の計算では行列変数をとる超幾何関数の 1 つである 1F1 の
計算 [2], Bingham 積分の計算 [10]，正規分布の象限確率 [5]，球体確率 [6], Fisher-Bingham 分布 [7][8]，多項式指数
型分布の最尤推定等 [1] 等で研究成果が報告されている．
ホロノミック勾配法の設定を見る. c(θ) がホロノミック関数 であるとき, ある定数 p が存在し, i = 1, . . . , p につ
いて, c(θ)の高階導関数からなる有限次元ベクトル s(θ)が存在し,

∂

∂θi
s(θ) = Pi(θ)s(θ), i = 1, . . . , p (1)

が成立することが知られている.[3] この方程式を Pfaffian 方程式とよぶ.
ここに勾配降下法を適用して数値解析を行う手法が ホロノミック勾配法 である.
本研究では, 球面 Sd−1(r) =

{
x ∈ Rd|xTx = r2}

, d ≥ 2上の分布の一種であり, 以下のような確率密度関数を持つ
Fisher-Bingham 分布
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 /f(λ, τ , r) (2)

の exp の引数を一般次数に拡張した, 拡張 Fisher-Bingham 分布

exp

 n∑
|α|=1

pαtα

 /f(p, r) (exp 中の αは d次元多重指数) (3)

の正規化定数 f の推定に関してホロノミック勾配法を適用することを目指し, f に関する Pfaffian 方程式を導出する.
正規化定数 f に関する Pfaffian 方程式の導出には積分アルゴリズムが知られているが, 一般の次元で導出するには
ヒューリスティックな手続きが必要であった. すなわち, f が満たす固有の微分方程式系を見出し, 微分方程式系を f

を annihilate する微分作用素系 (f に作用させたものが 0 となる微分作用素系) に直し, それらがなすイデアルのホ
ロノミック 性を判定することが必要であるが, 特にホロノミック性の確保を個々の関数に対して行うのは大変である.

[4] では, 分布を与えるデルタ関数を考え, それを annihilate する微分作用素系であってホロノミックイデアルをな
すものを求めることから出発する手続きによって Fisher-Bingham 分布の正規化定数を annihilate するホロノミッ
クイデアルの生成系を代数的に導出している. 本研究では, この手法を援用することで, 拡張 Fisher-Bingham 分布に



関しても Fisher-Bingham 分布の場合と同様に, 正規化定数を annihilate するホロノミックイデアルを任意の d, n

の場合に関して代数的に導出した.
さらに本研究では, 先行研究のなく最も単純な場合であろう, 拡張 Fisher-Bingham 分布における球面の次元 d を

2, exp 中の多項式の次数 n を 3 に限定した場合について具体的に正規化定数に関する Pfaffian 方程式を導出した.
具体的には, 導出したホロノミックイデアルのホロノミックランクが 6 であること, すなわち 6 個の微分作用素の組
を基底 s(θ) として選べば Pfaffian 方程式がその基底に関して一意に定まることを計算機上で確認したのち, その基
底をうまく選び, その基底に関する Pfaffian 方程式を導出した. これは, 従来は手計算で関係式を得たのちその関係
式がなすイデアルのホロノミック性を検証するという過程を経て導出されてきた Pfaffian 方程式を, 手続き的に導出
することができるというデルタ関数によるアプローチの有効性を示すものであろう.
今後の課題としては, 今回得た Pfaffian 方程式を実際に最尤推定に応用することや, 導出したホロノミックイデア
ルのホロノミックランクを一般の d, n に関して保証することなどが考えられる. また, 拡張 Fisher-Bingham 分布に
含まれないホロノミック関数, 例えばトーラス上の von-Mises 分布 [11], に関して超関数によるアプローチを適用す
ることも考えられるであろう.
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