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1 序論
偏微分方程式論では，解の存在性，安定性の議
論で様々な定理，例えば Sobolev の不等式 [1]，
Gagliardo–Nirenberg の不等式 [8] などが用られてい
る [2]．一方偏微分方程式の中には，解を初等的に書く
のが困難なものが多い．そのため差分法を用い，偏微分
方程式を離散化することで数値計算スキームを構成し，
数値的に解かれている．そしてその数値計算スキーム
にも同様に解の存在性，安定性の議論することは自然
である [3]．そこで頻繁に問題になるのが，連続での定
理の離散版が成立するかである．周期境界条件の離散
Sobolevの不等式 [6]や離散Gagliardo–Nirenbergの不
等式の特殊形 [7]は成立する．しかし，その証明は定理
ごとに煩雑に行われ統一的ではなかった．そこで近年，
離散版の定理を証明する際に連続の定理を経由するこ
とで証明する手法が考案された．１次元の周期境界条
件においては区分線形に連続化し，連続の定理を用いて
証明されている [5]．１次元では定理に含まれる微分は
１階微分のみであることが多いため，この手法でも十
分であった．しかし多次元においては高階微分が必要
とされるため，直接多次元に適用することはできない．
そこで周期境界条件においては，Guo et al．[4]が離散
フーリエ変換を用いた連続化を用いた証明をした．し
かしこの証明は周期境界条件に強く依存しており，他の
境界条件に直接適用することができず，また定理の適用
範囲も限られているといった問題点がある．本研究で
は境界条件に大きく依存せず多次元でも自然な統一的
な証明方法を提案する．

2 記法
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と定義する．周期境界条件を課した長さ N のベクトル
の集合を，
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)
と定義する．区間の長さを Lとすると，∆x = L/N と
定義する．これにより U ∈ SN の離散ノルムを，
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と定義する．これは Lp ノルム，L∞ ノルムとソボレフ
ノルムの離散版である．

3 既存研究
命題 3.1 [5] U ∈ SN に対し，k = 0, 1, . . . , N − 1にお
いて，x ∈ [k∆x，(k + 1)∆x]に対し，
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Uk+1 − Uk

∆x
(x− k∆x) + Uk

と区分線形化し，周期関数 Ũ を構成する．この周期関
数 Ũ と U のノルムには，
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という関係性が成立する．

以上の連続化を用いると，連続の定理を用いて，離散
Sobolev の不等式や離散 Gagliardo–Nirenberg の不等
式の特殊形を証明することができる．

4 提案手法
本研究では境界条件に依存せず，高階微分に対応した

連続化を提案する．
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定理 4.1 U = (U0, U1, . . .，UN ) に対し連続化を行う．
k ∈ (0, 1, . . . , N −m)，x ∈ (k∆x, (k + 1)∆x)に対し，
連続関数 Ũ : [0, (N − m + 1)∆x] → R の m 階微分
Ũ (m) を，

Ũ (m)(x) = (δ+k )
mUk

のように，m階差分により定義する．
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と定義すると，初期値を適切に定めながら Ũ (m) を
m 回積分することにより求めた Ũ には，任意の l ∈
(0, . . . ,m)，0 < p ≤ ∞ において，l，p，mにのみ依存
したある定数 α, β > 0が存在し，
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が成立する．

定理 4.2 ∆x = Lx/Nx,∆y = Ly/Ny とおく．
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であるとすると，(k, l) ∈ (0, 1, . . . , Nx − m) ×
(0, 1, . . . , Ny − m)，(x, y) ∈ (k∆x, (k + 1)∆x) ×
(l∆y, (l + 1)∆y) に対し，連続関数 Ũ : [0, (Nx −m +

1)∆x] × [0, (Ny − m + 1)∆y] → R の m 階微分
(∂x)m(∂y)mŨ を，(
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のように m 階差分を埋め込むことによりを定義する．
このとき，初期値を適切に定めながら

(
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Ũ を

x，y 方向それぞれ m 回積分することにより Ũ を構成
する．Ũ に対し，任意の a, b ∈ (0, . . . ,m)，0 < p ≤ ∞
において，a，b，p，mにのみ依存したある定数 α, β > 0

が存在し，
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が成立する．

実用上は境界条件を考えることにより，離散 Lp ノル
ムに境界項を加えることが多い．一次元の周期境界条
件に適用する．
定理 4.3 U ∈ SN，0 < m ≪ N に対し，

U ′ = (U0, U1, . . . , UN , UN+1, . . . , UN+m−1)

とおいて，この U ′ を用いて，本研究の手法により Ũ

を構成する．任意の l ∈ (0, . . . ,m)，0 < p ≤ ∞ にお
いて，l，p，m にのみ依存したある定数 α, β > 0 が存
在し， ∥∥(δ+k )lU∥∥Lp

d
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が成立する．

提 案 手 法 を 用 い て 初 め て 多 次 元 の 離 散
Gagliardo–Nirenbergの不等式の一般系を証明した．
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