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1 はじめに

n 変数実係数多項式 f, g1, g2, . . . , gk を用いて

inf
x∈Rn

f(x)

subject to gk(x) ≥ 0 (k = 1, 2, . . . ,m),
(1)

という形式で書ける形の最適化問題を多項式最適化

問題 (Polynomial Optimization Problem; POP) とい

う．POP は多くの分野に現れる重要な最適化問題であ

る．一般に POP は NP 困難な問題である [5]．その

ため，POP の下界を得るための緩和手法として SOS

(Sum of Squares) 緩和という手法が広く用いられてい

る [2]．また，元の POP に疎性がある場合，より効率の

良い Sparse SOS 緩和という緩和手法が提案されてい

る [7, 3]．これらの手法によって得られた緩和問題は，

半正定値計画問題 (SDP) として定式化できる．

本研究では，球面制約や一次の最適性条件など，これ

までの Sparse SOS 緩和の枠組みでは取り扱えなかっ

た大域的制約を，疎性を満たすように分解するアルゴリ

ズムを提案する．アルゴリズムの性能は，数値実験を通

して評価した．

2 既存研究

(1) は

sup
(x,γ)∈Rn+1

γ

subject to f(x)− γ ≥ 0,

gk(x) ≥ 0 (k = 1, 2, . . . ,m),

(2)

と等価である．(2) の不等式制約を以下のように置き換

えた最適化問題

(Pd)

sup
(x,γ)∈Rn+1

γ

subject to f(x)− γ ∈ Qd(g),
(3)

を考え，その最適値を γd とする．[2] によって，緩い

仮定をおいた上で d→∞ で γd が (1) の最適値に収束

することが示された．ここで，Qd(g) は

Qd(g) :=

σ0 +
m∑
i=1

σigi

∣∣∣∣∣∣∣
σi ∈ Σ[x]

deg(σ0) ≤ 2d

deg(σigi) ≤ 2d

, (4)

という形の集合であり，Σ[x] は SOS 多項式 (他の多

項式の二乗和で書ける多項式) 全体の集合である．(Pd)

は，半正定値変数のサイズが O(nd)，線形制約の個数が

O(n2d) の半正定値計画問題として定式化できるという

ことが知られている．しかしながら，現在のノート PC

で解ける SDP のサイズは行列のサイズが 5, 000 以下，

線形制約の個数が 20, 000 以下程度のものであるとされ

ている [6]．この基準に照らし合わせると，SOS 緩和問

題 (3) は n, d の値が大きくなるにつれて計算機の制約

ゆえに解くのが困難になってしまう．

[7] では，POP に疎性が成り立つときに SOS 緩和に

もその疎性を遺伝させる手法を提案している．以下，彼

らの手法を Sparse SOS 緩和と呼ぶ．彼らの提案の段

階では，Sparse SOS には収束保証がなかったが，[3] に

よって収束保証がつけられた．ここで，POP (1) に集

合 I1, I2, . . . , Ip ⊆ {x1, x2, . . . , xn} による疎性が成り
立つとは，以下の 3つの条件をすべて満たす場合のこと

を言う．

(1) f ∈
∑p

k=1 R[Ik].
(2) 任意の k に対して，ある ℓが存在し，gk ∈ R[Iℓ].
(3) I1, I2, . . . , Ip を頂点とする木分解が存在する．

ここで，R[Ik] は Ik に属する変数のみからなる多項式

全体の集合を指す．V = {I1, I2, . . . , Ip} を頂点とする
木分解とは，頂点集合が V である無向木であり，任意

の頂点対 (Is, It) に対し，「Iu が Is, It を結ぶ唯一のパ

ス上にある頂点ならば Is ∩ It ⊆ Iu」という条件を満た

すもののことをいう．このとき，次に示す 2 つの条件

を満たす SDP の列 (Psparse
d ), d = 1, 2, . . . が存在する．

(1) (Psparse
d ) は半正定値変数のサイズが O(|∆|d) で

あり，半正定値制約の個数が O(p|∆|2d) である．
ここで，|∆| は I1, I2, . . . Ip のうち要素数が最大

のものの要素数を指す．

(2) γsparse
d を (Psparse

d ) の最適値とすると，緩い仮定

のもと，
lim
d→∞

γsparse
d = γ∗, (5)

が成り立つ．
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3 本研究で提案するアルゴリズム

POP (1) に I1, I2, . . . , Ip による疎性が成り立つと仮

定する．本研究では，この疎性の枠組みに，球面制約

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n = R, (6)

などの
∑p

k=1 R[Ik] の元となっている大域的制約を加
える手法を提案する．

Algorithm 1 疎性化のアルゴリズム (大枠)

Input : g ∈
∑p

k=1 R[Ik]．
Output: g′k ∈ R[I ′k], k = 1, 2, . . . , p．

1: g =
∑p

k=1 gk, gk ∈ R[Ik] となるように g を分割

2: s2, s3, . . . , sp ← 新しく追加する変数
3: T ← I1 を根とする木分解

4: for k = 2 to p do

5: g′k ← sk − gk −
∑

Iℓ:Ikの子
sℓ

6: g′1 ← g1 +
∑

Iℓ:I1の子
sℓ

x′ = (x1, x2, . . . , xn, s2, s3, . . . , sp)
⊤ とする．上の

アルゴリズムで，g′1(x
′) ≥ 0 と g′k(x

′) = 0 が任意の k

で成り立つならば，g(x) ≥ 0 となることがわかる．す

なわち g′1, g
′
2, . . . , g

′
p は g を疎性化した多項式である．

上記のアルゴリズムの大枠を元にすることで，以下の結

果を得る．

主結果． POP (1) が，集合 I1, I2, . . . , Ip に対して以

下を満たすとする．

(1) f ∈
∑p

k=1 R[Ik].
(2) gk ∈

∑p
ℓ=1 R[Iℓ], k = 1, 2, . . . ,m.

(3) I1, I2, . . . , Ip を頂点とする木分解が存在する．

このとき，各 Ik に変数を高々 3m 個追加することで，

POP (1) と等価な POP で，疎性を持つものを得るア

ルゴリズムが存在する．

4 数値実験

いくつかの POP に疎性化アルゴリズムを適用し，実

行時間と解の精度を確認することでアルゴリズムの性

能を評価した．実験に使用したマシンの OSは Ubuntu

16.04 である．マシンの CPU は Intel R⃝ Xeon R⃝ Gold

5222 (3.80 GHz) で，物理メモリは 768 GiB である．

ここでは，Broyden banded function [1, 4]

f(x) =

n∑
i=1

xi(2 + 5x2
i ) + 1−

∑
j∈Ji

(1 + xj)xj

2

,

(7)

(Ji = {j | j ̸= i,max(1, i − 5) ≤ j ≤ min(n, i + 1)})
を球面制約

∑n
i=1 x

2
i = 1 下で最小化する問題で，球面

制約に疎性化アルゴリズムを適用した場合の問題サイ

ズや，POP ソルバ CS-TSSOS [8] による実行時間を

示す．CS-TSSOS の緩和次数は 3，疎性次数は 1 とし

た．球面制約を疎性化した場合，n = 1000 変数に対す

る SDPにはサイズが 8 の半正定値変数が 1488 個，サ

イズが 7 以下の半正定値変数が 499 個存在し，線形制

約の個数は 218234 個となっていた．制約の個数は多い

が，半正定値変数のサイズが小さいため，5, 249 CPU

秒で SDP の最適値が求まった．球面制約を疎性化しな

い場合，n = 60 の問題を解くのに 8, 706 CPU 秒かか

るため，疎性化の効果が明確に出ていることがわかる．

5 まとめ

疎性化のアルゴリズムを提案し，いくつかの問題で性

能の評価を行った．疎性化する際に追加した変数によ

る誤差の精査が今後の展望である．
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