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1 背景

近年，畳み込み構造を持つニューラルネットワークが

様々なタスクにおいて高いパフォーマンスを示すこと

が実験的に明らかになり，その理論的な研究にも関心

が高まっている．それらのタスクに共通する点として，

データの高次元性がある．また，音声認識や関数データ

解析の分野では，与えられるデータが無限次元の信号と

みなすことができる．そのため，データの次元 d がサ

ンプルサイズ n に比べて非常に大きな場合に，次元の

影響を受けずに学習できる条件が理論的に重要となる．

本研究では，拡張畳み込みニューラルネットワーク (拡

張 CNN) というモデルが，異方平滑と呼ばれる滑らか

さを持つ関数を，次元に依存することなく推定すること

が可能であることを示す．

2 問題設定

2.1 回帰問題

[0, 1]∞-値確率変数 Xi (i ∈ N) がある分布 PX に従

い，yi は関数 f◦ : R∞ → R, σ > 0を用いて，

yi = f◦(Xi) + ξi (ξi ∼ N(0, σ2))

というモデルから生成されているとする．この時，

観測値 (Xi, yi)
n
i=1 から，f

◦ を推定する回帰問題を

考える．ただし，ある集合 A に対して，A∞ :=

{(a1, . . . , ai, . . . ) : ai ∈ A}とした．
2.2 γ-平滑空間

ψli(xi) =


√
2 cos(2π|li|xi) (li < 0),√
2 sin(2π|li|xi) (li > 0),

1 (li = 0),

と ψl :=
∏∞

i=1 ψli を用いて，s ∈ N∞
0 に対して，

δs(f)(X) :=
∑

⌈2si−1⌉≤li≤2si

⟨f, ψl⟩ψl(X)

で定義する．このとき，γ-平滑空間は，∥f∥Fγ
p,θ

:=(∑
s∈N∞

0
2θγ(s)δs(f)

θ
) 1

θ

を用いて，

Fγ
p,θ([0, 1]

∞) :=
{
f : [0, 1]∞ → R | ∥f∥Fγ

p,θ
<∞

}

と定義する．各要素が正の数列 a を用いて，γ(s) =∑∞
i=1 aisi, γ(s) = max{aisi}∞i=1, の場合，それぞれ混

合平滑，異方平滑と呼ばれる．これ以降，紙面の都合上，

異方平滑の場合についてのみ議論する．ここで，aの各

要素は X の各座標軸方向の滑らかさを表している．

2.3 拡張 CNNモデル

全結合 ReLU ニューラルネットワークは，Al ∈
Rdl+1×dl , bl ∈ Rdl , η(x) = max{x, 0} を用いて，
x ∈ Rd1 に対して，

FNN(x)

:= (ALη(·) + bL) ◦ · · · ◦ (Alη(·) + bl) ◦ · · · ◦ (A1x+ b1)

で定義される．また，C ∈ N，X ∈ RC×∞ が与え

られたとき，T ∈ N, w ∈ RC×T , h ∈ N を用
いて，w ⋆h X : RC×∞ → R∞ を，(w ⋆h X)k =∑C

i=1

∑T
j=1 wi,jxi,h(j−1)+k と定義し，w ⋆h X を間隔

h，幅 T の拡張畳み込みと呼ぶ．h = 1の場合は通常の

畳み込みという．また，フィルター F ∈ RC′×C×T が

与えらえたとき，Convh,F : RC×∞ → RC′×∞ を，

Convh,W (X) =

 F1,:,: ⋆h X
...

FC′,:,: ⋆h X


と定義する．L′, W ′ ∈ N, l ∈ [L′], Cl ∈ N, Fl ∈
RCl+1,×Cl×W ′

，FNN をある全結合 ReLU ニューラル

ネットワークとして，(
FNN ◦ ConvW ′L′−1,FL′ ◦ · · · ◦

ConvW ′l,Fl
◦ · · · ◦ Conv1,F1

◦X
)
1

の形で表されるモデルを拡張 CNN と呼ぶ．ただし，

FNN は無限列の各要素に適用されるものとする．ま

た，畳み込み間隔が 1のものを単に CNNと呼ぶ．

2.4 既存研究

有限次元説明変数を用いた場合の回帰問題の解析は

すでに行われている [1, 2, 3, 4]．例えば，高次元データ

が与えられた場合であっても，それが低次元に埋め込ま

れるのであれば推定誤差が次元の影響を受けずに済む

ことが，いくつかの研究で示されている [1, 2]．また，

d≪ nの設定において，混合・異方性を持つ関数を，次
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元の影響を受けずに推定することが可能であることが

示されている [3, 4]．

3 拡張 CNNによる推定誤差

3.1 滑らかさが多項式オーダーで増大する場合

定理 1 (多項式オーダーの下での推定誤差).

q > 1 を用いて，iq ≲ ai，γ(s) = maxi{aisi}i の場
合，v = max

{
1
p − 1

2 , 0
}
, ã =

∑∞
i=1

1
ai
，vã < 1の下

で，f◦ ∈ U(Fγ
p,θ) (p ≥ 1, 1 ≤ θ ≤ 2)と，ある Bf > 0

が存在して ∥f◦∥∞ ≤ Bf，が成り立つような任意の関

数 f◦ に対して，適当な CNNの集合 P̄ の中での経験誤
差最小化元 f̂ について，

EPn [∥f̂ − f◦∥2L2(PX)]

≲ n
−

2( 1
ã

−v)

2( 1
ã

−v)+1 (log n)
2
q+2 max{(log n)

4
q , (log n)4}

が成立する．

この定理では，滑らかさがインデックスに関して多項

式オーダーで増大する場合，CNNによる推定誤差が次

元の影響を全く受けないことを示している．推定誤差

を決定しているのは，次元ではなく滑らかさに依存する

量 ã であることが分かる．また，多項式オーダーで滑

らかさが増大するならば，通常の CNNを用いれば十分

であることが分かる．

3.2 滑らかさにスパース性がある場合

a を正の要素により構成される数列とする,

(i1, i2, . . . ) を ai1 < ai2 < · · · となるようなインデッ
クスとする．0 < q < ∞，∥a∥wlq := supj j

qa−1
ij
を用

いて，
∥a∥wlq <∞

であるとき，aはスパース性を持つという．これを用い

て，次の定理が成り立つ．

定理 2 (スパース性がある場合の推定誤差).

γ(s) = maxi{aisi}の場合，∥a∥wlq ≤ 1，log i ≲ ai，

vã < 1 であれば，f◦ ∈ U(Fγ
p,θ) (p ≥ 1, 1 ≤ θ ≤ 2)

と，ある Bf > 0 が存在して ∥f◦∥∞ ≤ Bf，が成り立

つような任意の関数 f◦ に対して，適当な拡張 CNN，P̄
の中での経験誤差最小化元 f̂ について，

EPn [∥f̂ − f◦∥2L2(PX)]

≲ n
−

2( 1
ã

−v)

2( 1
ã

−v)+1 (log n)
2
q+2 max{(log n)

4
q , (log n)4}

が成立する．

滑らかさにスパース性がある場合，滑らかさを決定す

る列 a に長期依存性が発生する．結果として，広い範

囲のインデックスを取得でき，かつパラメータ数が増大

しないモデルが求められる．この定理では，拡張 CNN

を用いれば，それが実現でき，多項式オーダーの場合と

同様に滑らかさにより決定される量，ãにより決定され

る推定誤差の上界が得られることを示している．

4 数値実験による検証

図 1. 入力の次元と深層学習による推定精度の関係．

p は滑らかさ ai の増大度合いを表すオーダー

(ip ≲ ai)．

異方平滑性を持つ関数を用いて，本理論の数値的な検

証を行った．図 1より，推定誤差は，滑らかさを決定す

る変数 pによって決定され，次元に非依存であること確

認できる．

5 結論

本研究により，拡張 CNNを用いれば，関数の滑らか

さに依存し，次元に非依存であるような推定誤差を達成

できることを理論・実験的に示した．これらの結果は，

拡張 CNNが高次元データに有効であることを示すもの

である．
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