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1 はじめに

有向グラフィカルモデルは, 変数間に成り立つ条件付

き独立性を DAG(directed acyclic graph, 有向非巡回

グラフ) によって表現するものである. DAG の構造か

ら導かれる変数集合間の全ての条件付き独立性は大域

的マルコフ性と呼ばれる. ここで, 異なる DAGが等し

い大域的マルコフ性を規定する場合があり, 大域的マル

コフ性により DAG に同値類を与えたものはマルコフ

同値類と呼ばれる. 特殊な状況を除いて, データからは

マルコフ同値類以上の推定がなされるべきではないこ

とが述べられてきた.

本研究では, この観点から DAG Wishart分布 [1]に

対するハイパーパラメータの考察を行う. またマルコフ

同値類を考慮した MCMC(マルコフ連鎖モンテカルロ

法)の手法について提案する.

2 マルコフ同値類の特徴

定理 1 ([2]). 2 つの DAG がマルコフ同値である必要

十分条件はスケルトンと v 構造の集合が等しいことで

ある.

定理 2 ([3]). 2 つの DAG がマルコフ同値である必要

十分条件はスケルトンが等しく coverd edge の反転の

みで移りあえることである.

3 尤度等価性

DAG に対してある値を返す関数に対して, マルコ

フ同値な DAG に同じ値を与える性質を尤度等価性と

いう.

4 DAG Wishart分布と, DAGの事後確率が尤
度等価性を持つハイパーパラメータ設定

DAG D に対して,

Dp
+ := {D ∈ Rp×p | D は全対角成分が正の対角行列 }

LD := {L ∈ Rp×p | Lは全対角成分が 1かつ

i /∈ pa(j)となる i ̸= j について, Lij = 0}

を定める. (D,L) ∈ (Dp
+ × LD)に対する以下の分布

πΘD
U,α(D,L) :=
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を DAG Wishart 分布と呼ぶ. D,L はガウス分布の精

度行列の修正コレスキー分解に対応する.

DAG Wishart分布は正定値行列 U とベクトル αを

ハイパーパラメータに持つ. その望ましい設定について

以下のことを示した.

定理 3. DAGの事前分布を尤度等価なものとする. 各

D において (D,L) の事前分布を, UD = U, {αD}i =

2 ∗ pai +d とした DAG Wishart 分布 πΘD
UD ,αD

とする.

ここで, U, d(> 2)は D によらない値とする. このとき

観測 Y の後の DAG の事後分布 p(D |Y ) は尤度等価で

ある.

この尤度等価な事後確率は次に述べるマルコフ同値

類を考慮したMCMCを行う際に使用できる.

5 有向グラフィカルモデルのMCMC

有向グラフィカルモデルにおいて, ある特徴要素 (e.g.

ある変数間の直接の因果効果の有無) を推定する際,

MCMCによって得た DAGのサンプルに従って特徴要

素の有無を重みづけて推定を行う手法が一つの有力な

手法である. ただし, DAG に一様事前分布を仮定する

ようなサンプリング手法は, 多くの DAGが属するマル

コフ同値類を過大評価することにつながる. ここでは,

マルコフ同値類に対して一様事前分布を仮定できるよ

うなMCMC, 特にメトロポリスヘイスティング法の手

法について論じる.

5.1 既存研究

マルコフ同値類は, ある無向辺と有向辺からなるグラ

フ (completed PDAG [4]) に対応づけられることが知

られている. [5]による手法は, completed PDAGを対

象とした MCMC を行うことでマルコフ同値類に対す

る一様事前分布を実現する. 近傍への遷移は completed

PDAGに対する局所構造の変化によって行う. ただし,

メトロポリスヘイスティング法の運用のため遷移が後

退可能なものとなるように, 一部の遷移が制限されてい
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る. このため, 近傍空間が小さいものになるという懸念

がある.

5.2 提案手法

以上の背景を踏まえ, 本研究ではマルコフ同値類を対

象とする別の近傍遷移によるMCMCを提案する. 提案

手法における遷移は以下の流れによる.

1. 現在のマルコフ同値類 C に属する DAG D を一様

ランダムに選ぶ.

2. DAG D に対し, 局所的な辺構造を変化させる作用

を与え, グラフ D ′ を得る.

3. D ′ が DAGである場合には, D ′ の属するマルコフ

同値類を C ′ とし, 採択率 αCC′ で C ′ への遷移を行

う. 採択されなかった場合, または D ′ が DAG で

ない場合, 元のマルコフ同値類 C を遷移先とする.

手順 1 において, マルコフ同値類内の DAG の一様

サンプリングは, マルコフ同値類内の DAGの全探索に

よって行う. これは定理 2に基づき covered edgeの探

索により行える.

手順 2では, 2頂点 i, j を一様ランダムに選び, i, j 間

に辺があれば辺の削除または反転の一方, i, j 間に辺が

なければ両方向の辺の追加のうちの一方, を一様ランダ

ムに選び作用させる.

このとき, 詳細釣り合い条件が成り立つには, 手順 3

での採択率 αCC′ を

αCC′ = min

{
1,

p(Y |C ′)|C|
p(Y |C)|C ′|

}
で定めればよい. ただし, |C|はマルコフ同値類 C に属

する DAG の数である. 遷移が拒否される場合の |C ′|
の計算を除き, 同値類のサイズの計算は手順 2を通して

行えるため, 余分な計算を必要としない.

近傍について, 以下のことが示される.

定理 4. 提案手法の近傍は PDAG MCMC [5]の近傍を

包含する.

6 4頂点モデルでのMCMCの模擬実験

図 1 の DAG に対するマルコフ性を持つあるガウス

分布からデータの観測を行い, DAG Wishart事前分布

を用いて全てのマルコフ同値類の事後確率を求める. こ

の事後分布に収束する MCMC のサンプルを提案手法,

PDAG MCMC [5]で得る. MCMCによるマルコフ同

値類の分布と真の分布の全変動距離 difの比較を行う.

観測数 n = 0, 100における結果を示す.

図 1. 真の DAG
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図 2. PDAG MCMCとの比較 (n=0)
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図 3. PDAG MCMCとの比較 (n=100)

観測数が大きくなると, 提案手法がより良い収束性を

示した. 確率上位のマルコフ同値類間の近傍関係を比較

することにより, これは近傍空間の拡張により多峰性の

問題が改善されたためであることが示唆された.
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