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1 背景

本研究では，仮説空間を再生核ヒルベルト空間

(RKHS) とするカーネル法を用いて，二値識別問題

を解く問題設定を考える．入力空間を X，ラベル空間
を Y = {−1, 1}とし，訓練サンプルはある分布 ρから生

成されるとする．このとき，二値識別問題は以下で定義

される期待識別誤差 Rを最小化する識別器 g : X → R
を求める問題として定式化できる:

R(g) def
= E(X,Y )∼ρ [1(sgn(g(X)) ̸= Y )] .

しかし，0-1損失は非凸であり直接的な最適化が困難で

ある．そこで，ロジスティック損失のような一致性を備

えた凸損失関数 ℓ でそれを近似し，代わりに ℓ が定め

る期待損失関数 L を最小化することで期待識別誤差を
小さくすることを試みる:

L(g) def
= E(X,Y )∼ρ[ℓ(g(X), Y )].

すると，勾配降下法といった一般的な凸最適化手法によ

り効率的に識別機を学習することができる．

一方，実用上においてカーネル法はサンプルサイズに

対して計算量がスケールしないという問題を持ち，大規

模な問題では近似して計算量を減らす方法がよく用い

られる．そのアプローチは最適化における近似と仮説

空間における近似の二つに大きく分けられ，前者として

勾配を一つのサンプルのみから計算する確率的勾配降

下法 (SGD) [7]，後者として再生核ヒルベルト空間を確

率的なサンプリングにより低次元に近似する Random

Feature [6] が，計算効率性と実装の簡便さから広く用

いられている．

これらの手法の理論的な性質については多くの既存

研究があるが，その多くは最適化の目的関数，つまり期

待損失関数の収束の観点からの性能解析であった．本

研究では二値識別問題における真の目的である期待識

別誤差の収束の観点から，SGDと Random Featureの

有効性について議論する．

2 先行研究

凸な損失関数に対し，SGDが達成する最適レートは

イテレーション数 T に対し O(1/
√
T ) であることが知

られている [1]．さらに，一般には識別誤差の収束レー

トは損失関数の収束レートよりも速くなることはない

[2]が，一方で速い識別誤差の収束を実現するような条

件についても古くから考えられてきた．

定義 1 (低ノイズ条件 [8]). サンプル分布 ρに対し，あ

る αで

P [|ρ(Y = 1|X)− 1/2| ≤ δ] ≲ δα.

が成り立つとき，弱低ノイズ条件を満たすという．ま

た，ある δ ∈ (0, 1/2)で

|ρ(Y = 1|x)− 1/2| > δ (ρX -a.s.)

が成り立つとき，強低ノイズ条件を満たすという．

この条件はラベル確率が 1/2 に近いようなサンプル

がどれくらい含まれるかを表したもので，弱低ノイズ条

件の αが大きいほど簡単な問題となり，α =∞の場合
が強低ノイズ条件に対応する．近年の研究で，強低ノイ

ズ条件のもとで SGDが識別誤差の線形収束（指数的収

束）を達成することが示されている [5, 4]．本研究では

それらの研究を元に，以下の 2つの貢献を行った．

1. 弱低ノイズ条件下でも，SGDにより損失関数より

も速い識別誤差の収束が達成されることを示した．

2. 強低ノイズ条件下では，SGD に加えて Random

Featureでの近似が有効であることを理論的・実験

的に示した．

3 扱うアルゴリズムの概略

3.1 確率的勾配降下法 (SGD) [7]

カーネル関数 kの RKHS H上の期待損失最小化問題

min
g∈H

{
L(g) + λ

2
∥g∥2H

}
(1)

を SGDで最適化する手順は以下のようになる．学習率

ηt, 重み θt は適当に定めるパラメータである．



Algorithm 1 SGD on RKHS

1: initialize g1 ∈ H
2: for t = 1, . . . , T do

3: sample (xt, yt) ∼ ρ

4: gt+1 ← gt − ηt (∇ℓ(gt(xt), yt)k(xt, ·) + λgt)

5: end for

6: return gT+1 =
∑T+1

t=1 θtgt

3.2 Random Feature [6]

カーネル関数 k が以下のように展開されるとする:

k(x, y) =

∫
Ω

φ(x, ω)φ(y, ω)dτ(ω).

このような展開は特に平行移動不変なカーネル (e.g., ガ

ウシアン)で成り立つ．この積分をモンテカルロ近似す

ることにより M 次元空間 HM に仮説空間を制限する

のが Random Featureである:

kM (x, y) =
1

M

M∑
i=1

φ(x, ωi)φ(y, ωi), ωi
i.i.d.∼ τ.

4 弱低ノイズ条件下での SGDの速い収束

分布 ρが弱低ノイズ条件を満たす場合，SGDによる

期待識別誤差Rの収束について以下の結果を得た．

定理 2. 弱低ノイズ条件がパラメータ α で成り立つと

する．いくつかの仮定のもと，適当に定めた λ, ηt, θt に

対し，ある定数 C > 0が存在し次が成り立つ:

E
[
R(gT+1)−R(g∗)

]
≤ CT− (α+1)κ

2+2κ .

ただし，κは Hの複雑さを表すパラメータ，g∗ は最適

な識別器である．

この結果より，ラベルノイズが小さい (α が大きい)

サンプルの場合，識別誤差の収束は損失関数の最適レー

トよりも速くなることがわかる．

5 強低ノイズ条件下での SGDと Random

Featureの有効性

以降簡単のため，具体的に k をガウシアンカーネル，

ℓ をロジスティック損失とした場合の結果を紹介する．

まず，最小化問題 (1)のH,HM 上での解 gλ, gM,λ につ

いて次のバウンドを得た．

定理 3. feature のサンプリングに関して確率 1 − 2δ′

以上で以下が成り立つ:

∥gλ − gM,λ∥L∞ ≲
(
1 +

1

δ′

) 1
4
(
1

λ

) 3
4
(

1

M
log

1

δ′

) 1
8

.

この結果は既存研究 [3]の拡張になっている．この結

果のもと，次の強低ノイズ条件下での期待識別誤差の線

形収束性が示される．

定理 4. 適当に定めた λ, ηt, θt のもと，

M ≳
((

1 + 1
δ′

)
∥g∗∥4H

λ3 log4 1+2δ
1−2δ

)2

log
1

δ′
.

とすると，パラメータ δ の強低ノイズ条件といくつか

の仮定のもと，確率 1− 2δ′ 以上で次が成り立つ：パラ

メータに依存する T が存在し，t > T で

E
[
R(gt+1)−R(g∗)

]
≤ 2 exp

(
−λ2(2γ + t)

212 · 9
log2

1 + 2δ

1− 2δ

)
.

この結果より，識別誤差の収束に必要な feature数M

はサンプルサイズ T によらないことがわかる．これは

損失関数の収束を考えた場合は見られない現象であり，

Random Feature が強低ノイズ条件下では実際に計算

を効率化できていることを示唆している．さらに数値

実験によりこの事実を確かめることができた．
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図 1. 近似なしと Random Featureの計算量の比較
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