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1 はじめに

科学技術計算においては，線型作用素の近似は基本的
な道具である．近年再生核ヒルベルト空間を用いる手
法が，高次元の関数に対しても有効に働く手法として注
目されている [1, 2]．現在研究されている手法は点を逐
次追加する手法が主で，数値積分や補間に用いる点数が
少ない状況で点の偏りが見られるなど様々な課題が存
在する．本論文では，点追加の方法に代えて，点配置を
改善していくことにより線型作用素の近似問題である
数値積分公式と関数補間に用いる点配置の生成を目標
とする．数値積分法においては現状これらの課題の全
ては解決されていないが，少ない点数でも偏りの少ない
点配置を得ることができた．また，関数補間については
離散エネルギー最小化によって点配置を得る手法 [3] に
ついての理論解析も行なった．

2 数値積分

2.1 はじめに
数値積分は数値解析学において重要なテーマの一つ
となっている．数値積分では積分を有限個の点 {xk}と
重み {wk}を用いて以下のように近似する．∫

f(x)dµ (x) ≈
∑
k

wkxk (1)

高次元積分においては近年再生核ヒルベルト空間上の
求積法が注目を集めている．
2.2 既存研究
Kernel Herding, Sequential Bayesian Quadratue と
いった手法が存在する [1, 4, 5]．これらの手法は一定の
成功を収めているが，高次元非凸最適化問題．任意の領
域への適用，精度の理論解析が課題となっている．
2.3 提案手法
2.3.1 提案手法１：点交換法
gµ(ξ) := ∥ξ − µ∥2 と定める．方法 1 は次の通りで
ある．
1. 初期点をランダムに選ぶ
2. 既 に 選 ば れ て い る x

(t)
1 , . . . , x

(t)
N の 中 か ら

Q
K,µ,X

(t)
N

(x) := f
X

(t)
N

− fµ を最大にするものを
選んで xout とする

3. Q
K,µ,X

(t)
N

(x) の最小化元を E の中から選んで xin

とする
4. X

(t+1)
N = X

(t)
N \ {xout} ∪ {xin}と更新する

5. 以上の方法を適当な収束条件が満たされるまで繰
り返し，得られた点 {x1, . . . , xN} を用いて IN =
1
N

∑N
i=1 δxi

とする

定理 2.1. N を標本点の数とし，手法 1 の t 回の繰り
返しの後に得られる数値積分作用素を I(t) とする．ま
た，µ ∈ P := cl conv{δx | x ∈ E} および ∥δx∥ =

1 (∀x ∈ E)が成り立つとする．このとき次の不等式が
成り立つ：
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N
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N

)t

.

(2)

2.3.2 提案手法２：点移動法
手法２ではまず最初に N 点 x1, . . . , xN をランダ

ムに選ぶ．そしてその中から一点 xj をランダムに選
び，−∇xj

gµ(
∑

i δxi
/N) の方向に移動させる．この移

動を十分回数行った後の点 x1, . . . , xN を用いて IN =∑N
i=1 δxi/N を数値積分公式として用いる．この手法で

は非凸最適化問題を繰り返し解かなくて良い．
2.4 数値実験
本節では数値実験結果を示す．E = [0, 1] × [0, 1]，

K(x, y) = exp(−∥x− y∥2/l2), l = 0.03とし，方法 1,2

を実装した．方法 1 では，E を 101 × 101 の等間隔格
子上の点を用いて離散化し，最適化問題の解の探索範囲
として用いた．図 1 に点の数と最悪誤差の二乗の関係
を示す．この結果は方法 1の理論解析と整合的である．
方法 2については理論的な結果は得られていないが，結
果からは，方法 2の有効性が伺われる．

3 関数補間

3.1 はじめに
関数の近似は科学技術計算において重要な手法の一

つである．関数の補間手法としてカーネルを用いた補
間が高次元で有効な手法として近年注目されている．
3.2 既存研究
カーネルを用いた補間は点配置が最悪誤差に影響す

るため，どのような点を選ぶのが良いかについて多く
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図 1. 点の数と最悪誤差の２乗の関係

の研究がなされている．代表的な手法として f-greedy，
P-greedy，f/P-greedyが存在する [2, 6]．これらの手法
は全て補間に用いる点を逐次的に追加していく手法に
なっており，現状非凸最適化問題，power function の計
算，少ない点数での点配置の偏り，理論解析が不十分で
あるといった問題点がある. これらを改善するために離
散エネルギー最小化によるアプローチが提案されてい
る [3]．この手法では１次元ガウシアンカーネルを適切
に近似することにより power function を扱いやすい形
に近似することができる．この手法の理論解析を行う
上でカーネルを近似することによって得られる power

function の近似の評価が必要だが現状なされていない．
3.3 本研究
本研究ではカーネルの近似による power function の
近似比の下界および上界を導出した．数値実験から下
界は比較的良いが上界はあまり良いものではないこと
が観察された．
3.4 数値実験
本節では power function，近似 power function，近
似 power function から推測される power function の
上界値および下界値を示す．本実験では，E = [−1, 1],

K(x, y) = exp(−(x− y)2/(2l2)), l = 5, N = 5として
離散エネルギー最小化 [3]を実装した．図 2 は前述の 4

つの値を示している．下界は良い近似になっているが，
上界はあまり良い近似ではない．

4 おわりに

本研究では再生核ヒルベルト空間に含まれる関数に
対して，新たな求積公式の設計法を考えた．提案手法に
おいては，数値積分に用いる点を逐次追加するのではな
く，点を交換していくことによりより良い点配置を得

図 2. power function と近似値, power function の上界と下界

た，手法 1については理論評価も得た．任意の領域にお
けるアルゴリズムに改良することが今後の課題である．
また，関数補間に用いる点の選択法の一つである離散
エネルギー最小化の理論的解析のために必要な power

fucntion の近似比の上界と下界を一つ求めた．数値実
験より，下界は比較的良い値が得られていることが確認
されたが，パラメータによる影響も大きく一層の研究を
要する．また，離散エネルギー最小化の手法 [3]は現状
１次元の場合にしか適用できない．高次元でも実行可
能な手法を得ることが今後の課題である．
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