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1 概要

グラフ構造における解析は古くから行われているが，

近年ではソーシャルネットワークやウェブサイトなど

が現れたことにより，大規模なグラフに対する解析はま

すます盛んとなっており，グラフにおける機械学習の手

法の需要は高まっている．特に近年ではグラフのノー

ドを，低次元ベクトルへと表現するグラフ埋め込みとい

う手法が注目されている．

一方で，機械学習一般において，パラメーターの次元

は小さすぎては表現能力が低く，次元が大きすぎると過

学習という問題が起こることがよく知られているが，グ

ラフ埋め込みの文脈においてはこれを最適化する方法

については議論されていない．

本研究では，グラフ埋め込みに Group Lasso と呼ば

れる正則化を導入することで適切に低次元なベクトル

を学習し，また最適化における計算量を削減する手法を

提案する．さらに記述長最小原理に基づくMDL-RSと

呼ばれる手法で，正則化パラメーターを各次元に対して

非一様にし，正則化パラメーターに関しても各次元に対

してそれぞれ最適化することで低次元でかつ高性能な

埋め込みベクトルを獲得する手法を提案する．本研究

の新規性は，グラフ埋め込みに Group Lasso を用いた

正則化を行い，さらにその正則化パラメーターも最適化

する手法を与えた点にある．さらに数値実験によって，

他の正則化や，正則化なしの場合のグラフ埋め込みと比

較をし，再現率の意味での性能を高く保ちつつ，より次

元が低い埋め込みベクトルが得られたことを示した．

図 1. グラフ埋め込みの例．(a) 入力のグラフ．(b)

埋め込みの結果．[1]より引用．

2 グラフ埋め込みについて

グラフ埋め込みはいくつかの手法が提案されている

が，本研究では Skip-Gram[2] に基づく手法に注目す

る．これは，2つのノードが近ければ，埋め込み先にお

ける，2つのベクトルの内積が大きくなるように学習す

る手法である．次のような最適化問題を解くことで学

習する：

min
U∈Rd×n,V ∈Rd×n

∑
i,j

fij(ui, vj),

fij(ui, vj) =

{
σ(ui · vj) (ノード i, j 間にエッジがある)

σ(−ui · vj) otherwise,

U = (u1, . . . , un), V = (v1, . . . , vn),

σ(x) =
1

1 + e−x
.

(nはグラフのノード数)

U, V は埋め込みベクトルを並べたもので，U, V がグラ

フ埋め込みにおいて求めるべきベクトルを並べたもの

である．

3 Group Lasso

正則化学習では，目的関数に正則化関数を加えて学習

することで，ノルムを制限したり，スパースな解を得た

りすることができる．次のような最適化問題を考える：

min
U∈Rd×n,V ∈Rd×n

∑
i,j

fij(ui, vj) + g(U, V, λ)

．
ここで現れる g が正則化関数と呼ばれる．

Group Lasso [3] とは L1正則化を拡張した正則化で

あり，L1正則化はパラメーターに 0になる成分が現れ

るという特徴がある一方で，Group Lasso はパラメー

ターをいくつかのグループに分割し，そのグループがま

とめて 0になるという特徴がある．

埋め込みベクトルを並べた行列 U に対して，行方向

にまとめたベクトルを考える．すなわち，U の第 p 行

に対するベクトルを，

U:p = (u1p · · · unp)
T ∈ Rn

とする．同様に，V の第 p行に対するベクトルを，

V:p = (v1p · · · vnp)
T ∈ Rn
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とする．

本研究ではグラフ埋め込みに Group Lasso を適

用する際に，行列の列を一つのグループとしてまと

める．これにより列がまとめて 0 になり，埋め込

みベクトルの非ゼロの次元数を減らすことができ

る．これによってより低次元なベクトルを得ること

を期待できる．正則化関数は，正則化パラメーター

λ = (λU1
· · ·λUd

λV1
· · ·λVd

)T ∈ R2d を用いて

g(U, V, λ) =

d∑
p=1

λUp∥U:p∥+
d∑

p=1

λVp∥V:p∥ (1)

と表現できる．

4 MDL-RS

記述長最小原理 [4]に基づいて正則化パラメーターを

最適化することを考える．記述長最小原理ではしばし

ば正規化最尤符号長 (NML code length)とよばれる

量が考察される：

NML(x) = inf
θ∈Θ

fx(θ) + logZ，

Z =
∑
y∈X

sup
θ∈Θ

e−fy(θ)．

ここで，x ∈ X は，データとそれの取り得る集合を表

し，θ ∈ Θは，パラメーターとそれの取り得る集合を表

す．fx(θ) は損失関数とし，
∑

x∈X e−fx(θ) = 1 を満た

すとする．

NML code lengthは ミニマックスリグレットを達成

するという性質を持つ：

sup
x∈X

NML(x) = inf
L

sup
x∈X

{
L(x)− inf

θ∈Θ
log

1

e−fx(θ)

}
．

NML code length の拡張として，事前分布を考慮

した場合の Luckiness NML (LNML) code lengthが

ある：

LNML(x, λ) = inf
θ∈Θ

{fx(θ) + g(θ, λ)}+ logZ(λ)，

Z(λ) =
∑
y∈X

sup
θ∈Θ

exp{−fy(θ)− g(θ, λ)}．

Z(λ) を直接計算することは困難であるが，MDL-

RS[5]は，その解析的上界 Z̄(λ)(≥ Z(λ))を導出し，代

わりに Z̄(λ)を最小にする λを求めることで，最適な正

則化パラメーターを導出するという手法である．

本研究においてこの手法を適用するにはいくつかの

導出が必要であるが，紙面の都合で省略する．

5 実験結果

本研究で行なった実験結果の一部を紹介する．

CORA[6] と呼ばれる論文の引用ネットワークに対し

てグラフ埋め込みを適用した．正則化パラメーターを

単純にグリッドサーチする場合と比べて，性能を高く

保ちつつ，より低次元なベクトルが得られることを示

した．

表 1. 再現率と実効的次元の評価．データセットは

CORA．

手法 平均再現率 (%) 実効次元

Proposed 82.3 ± 0.5 15.0 ± 1.0

Group Lasso 80.0 ± 1.0 23.5 ± 1.5

L2 81.2 ± 0.5 24.1 ± 1.2

Simple 78.2 ± 1.0 24.0 ± 2.0

6 まとめ

本研究では，グラフ埋め込みに対して Group Lasso

の正則化を適用し，さらにその正則化パラメーターを

MDL-RSに従って最適化する方法を提案した．性能を

高く保ちつつ，より低い次元のベクトルが得られること

を数値実験で確認した．
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