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1 はじめに

A = (aij) を非負正方行列とし，零行および零列が

存在しないものとする．X (A) を i 番目の対角要素が

(Σjaij)
−1 である対角行列とし，Y (A)を j 番目の対角

要素が (Σiaij)
−1 である対角行列とする．このとき，A

に左から X (A)を掛ける操作と右から Y (A)を掛ける

操作を交互に繰り返す手法，つまり A の各行と各列を

交互に正規化する手法を行列スケーリングという．行

列スケーリングの概念は統計分野で Sinkhorn[9]によっ

て生み出された．統計分野以外にも数値解析における

丸め誤差 [10]やオペレーションズ・リサーチ [8]，画像

再構成 [5]などにおいて行列スケーリングが活用されて

いる．

2 既存研究

Sinkhorn[9]は各要素がすべて正である正方行列に関

して行列スケーリングを行うと 2 重確率行列に収束す

ることを示している．ここで，『収束』は，2重確率行列

そのものになるという意味ではなく 2 重確率行列にい

くらでも近づくという意味で使用している．また，[9]

では一部の要素が 0 となっている正方行列に関しても

一例を示しているが，収束性に関する詳細な性質は分

かっていなかった．

Linial, Samorodnitsky, Wigderson[7] は 2000 年に

行列スケーリングによって非負行列が 2 重確率行列に

収束するための必要十分条件は，対応する二部グラフに

完全マッチングが存在することであるということを示

した．Linialらは，この事実に基づいて，完全マッチン

グの存在を判定する多項式時間アルゴリズムを与えて

いる．このアルゴリズムは従来の増加パスに基づくア

ルゴリズムとは根本的に異なっており，非常に興味深い

ものである．また，Linialらはマッチング問題だけでな

くパーマネントの計算にも行列スケーリングを活用し，

決定的な en -近似アルゴリズムを構築した．

2004年に Gurvits[4]により，行列スケーリングは作

用素スケーリングへと拡張された．さらに，最近になっ

てGarg, Gurvits, Oliveira, Wigderson[3]によって，作

用素スケーリングは変数付き行列
∑

i Aixi の nc-正則

性の判定 [2]など，様々な応用をもつことが示され，大

きな展開を見せている．行列スケーリングに対するよ

り高速なアルゴリズムを実装する研究 [1]や行列スケー

リングおよび作用素スケーリングのスペクトル分析に

関する研究 [6]も行われている．

3 本研究の貢献

本研究では，まず対応する二部グラフが完全マッチン

グを持つ場合，持たない場合と比べて [7]のアルゴリズ

ムにおける行列スケーリングの反復回数が非常に少な

くなることを，様々な方法でランダムに定めた 0-1行列

を入力として実験的に確認した．さらに [7]で示されて

いるパーマネント計算の近似率が理論的に正しいこと

も実験的に確認した．

また，[7] で示されている二部グラフの完全マッチン

グの存在判定アルゴリズムは，完全マッチングが存在

する場合は比較的速く終了するが，完全マッチングが

存在しない場合は行列スケーリングを最大回数行うこ

とでその非存在性が保証される．そこで本研究では，行

列スケーリングは対称キャパシティの交互最適化問題

に帰着できることに着目して A に対応する二部グラフ

に完全マッチングが存在しない場合でも X (A) および

Y (A)が収束すると予想し，もしその予想が正しければ

完全マッチングが存在しない場合でも速く終了する二

部グラフの完全マッチングの存在判定アルゴリズムを

構成できることを実験的に確認した．

4 完全マッチングを持つ場合

行列スケーリングを用いた [7] の完全マッチングの

存在判定アルゴリズムについて，入力の n × n0-1 行

列 A = (aij)の各要素の値が 1となる確率を pij とし，

確率ベクトル p = (p1, p2, . . . , pn) , q = (q1, q2, . . . , qn)

を用いて

pij =
pi + qj

c

で表せるとする．Aに対応する二部グラフが完全マッ

チングを持つとき，cが定数の場合および c = O (n)で

表せる場合に関してアルゴリズムが終了するまでの行

列スケーリングの反復回数を計測したところ，最大回

数 n2 log n と比べて大幅に減少していることが確認で

きた．
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5 完全マッチングを持たない場合

本研究では，行列スケーリングが対称キャパシティ

の交互最適化問題に帰着できることから，A が行列ス

ケーリングで 2 重確率行列に収束するかどうか関係な

く X (A) , Y (A)が収束すると予想した．この予想が正

しければ，マッチング問題の LP表現に Farkasの補題

を適用すると完全マッチングが存在しないための条件

pi < qj (∀ij ∈ E)

が得られ，[7] にその条件を加えたアルゴリズムが以

下の通りとなる．

Algorithm 1 行列スケーリングによる完全マッチン

グの存在判定の改善
A ⇐ 0-1 matrix

for n2 log n iterations do

A ⇐ X (A) ·A
A ⇐ A · Y (A)

if
∑n

i=1 (A1− 1)
2
i < 1

n then

Return “Perfect Matching”

Break

end if

Calculate p, q from X (A) , Y (A)

if pi < qj (ij ∈ E) then

Return “No Perfect Matching”

Break

end if

end for

Return “No Perfect Matching”

対応する二部グラフが完全マッチングを持たないよ

うな入力の 0-1行列の定め方は修論本文を参照する．行

列の大きさを n とすると，対応する二部グラフが完全

マッチングを持たない場合既存手法 [7]では反復回数が

n2 log n となる．これに対して，提案手法 (Algorithm

1) では横軸を n，縦軸を行列スケーリングの反復回数

としてグラフで表すと図 1の通りとなった．

提案手法における行列スケーリングの反復回数が既

存手法のそれよりはるかに小さくなったため，完全マッ

チングを持たない場合 Algorithm 1 における計算時間

は [7] でのそれより格段に速くなることが期待される．

しかし，上記の A の入力が反復回数が小さくなる特別

な場合であることも考えられ，完全マッチングを持たな

図 1. 提案手法 (Algorithm 1) と既存手法における

行列スケーリングの反復回数の比較

い他の入力において図 1 よりも反復回数が多くなる可

能性があることも考察できる．

今後の課題として，X (A) , Y (A) の収束性に対して

理論的な証明を与えることや作用素スケーリングによ

る変数付き行列の nc-正則性判定アルゴリズムへ拡張さ

せることなどが挙げられる．
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