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1 はじめに

計算機上で大規模なデータを処理する際に発生する

問題として，空間計算量が大きくなってしまうというも

のや処理にかかる時間が非常に大きくなるというもの

がある．これらの問題に対処するためにはデータの種

類や必要な処理に応じて適切なデータ構造を構築し利

用することが重要である．本研究では単調な整数列を

空間計算量の観点から効率よく表現し，さらにいくつか

の基本的な演算を十分高速に行うことのできるデータ

構造を提案する．さらに提案したデータ構造を内部に

用いることによって既存のアルゴリズムやデータ構造

を改良するということにも取り組んだ．

2 既存研究と本研究の成果

本研究で取り扱う単調増加整数列を n 項からなり値

域が [0, u)を満たすものと定める．この数列を表現する

ための情報理論的下限*1は ⌈log
(
u+n−1

n

)
⌉ bits であり，

n≫ uではおおむね u log u+n
u bitsである．

最も単純な手法として単に配列で各値を保持すると

いうナイーブなものがある．この手法では数列の一般

項を定数時間で求めることができるが空間計算量は

n log u bits となる．n < u の場合に有効なデータ構

造として Elias-Fano 符号 [3][4] がある．この手法では

各値を上位ビットと下位ビットに分け，それぞれを異

なるデータ構造で表現することによって n
⌈
log u

n

⌉
+

2n + o(n) bits で数列を保持でき，定数時間で任意の

項を求めることができる．n, u が同程度の場合に効率

的なものとして，ビットベクトルのデータ構造 [7] を

用いた数列の表現がある．この手法では空間計算量が

log
(
u+n
n

)
+Θ

(
(n+u) log log(n+u)

log(n+u)

)
bitsとなり u ≃ nの

場合には情報理論的下限に近い値を示す．このデータ

構造では一般項へのアクセスだけでなくある閾値を超

えている項の個数のカウントも定数時間で行うことが

できる．これらの既存手法を用いると n < u の場合に

は空間計算量が理論下限に近いデータ構造を構築でき

るが，n > uの場面には効率的な表現ができない．そこ

で次のデータ構造を提案する．

*1 本稿では log の底を全て 2とする.

提案手法のデータ構造は正整数 k をパラメータ

として用いており，空間計算量は n > u の場合に

O
(
2k · n1/2ku1−1/2k

)
bitsである．このデータ構造が

サポートする演算は

• access(i, S) = (数列 S の i項目).

• bound(i, S) = (数列 S で値が iより大きい項数).

• prefixsum(i, S) = (数列 S の先頭 i項の和).

の 3 種類で，access, bound を O(2k) 時間で prefixsum

を O(k2k)時間で処理するものである．

kを定数とすれば演算を全て定数時間でおこなえるう

えに，n ≫ u の数列ではビットベクトルを用いた表現

よりも空間計算量を大幅に削減することが可能である．

3 提案手法の概要

提案手法で用いられるアイディアは元の数列を短い

2つの数列に分解するというものである．n項からなる

元の数列 S から次の手順に従って数列 S1 と S2 を構成

する．

• 数列 S を連続した

√
n

u
項ごとの計

√
nuブロック

に分ける．

• 各ブロックの先頭の値を並べた数列を S1 とする．

• S から平らなブロックだけを取り除いた数列を S2

とする．

ただし “平らなブロック”とは，ブロックの先頭の値が

次のブロックの先頭の値と異なるようなブロックのこ

とを指す．この定義の下で S1と S2は高々
√
nu項から

なる数列であることが示される．さらに分解後の数列

から元の数列を復元することが可能である．したがっ

て S の代わりに S1, S2 を保持しても問題ない．このと

き元の数列 S に対するクエリに分解後の数列のみから

高速に答える必要が出てくるが，その手順の一部を示し

たものが Algorithm 1 である．このアルゴリズムの内

部では t を求める箇所を除くと分解後の数列 S1, S2 へ

の access演算のみで元の数列 S への access演算をおこ

なっていることが確認できる．さらに tを定数時間で求

めるための補助データ構造を構築したうえで，分解後の

数列への access 演算を行う回数を削減することによっ

て前章に記載した提案手法のデータ構造を得る．ここ
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Algorithm 1 access(i, S)

Input インデックス i，分解後の数列 S1, S2

Output 　 access(i, S) = (S の i項目の値)

1: d←
√
n/u

2: if access(i/d, S1) = access(i/d+ 1, S1) then

3: Return access(i/d, S1)

4: else

5: t ← 先頭 i/d個のブロックのうち平らでないも

のの個数

6: Return access(td+ i%d, S2)

7: end if

でパラメータ k は分解の再帰回数に対応する．この手

法では前述の手法とは異なり，どのような n, u の大小

関係においても k を大きくすることによって空間計算

量を情報理論的下限に近い値を取ることができる．ま

た既存手法ではサポートされていなかった prefixsumク

エリにも対応できるという特徴がある．

4 区間最頻値問題への応用

論文内では単調増加列を表現するデータ構造を内部

に用いることによって既存のデータ構造やアルゴリズ

ムを改良できる例として以下のものを提示した．

• 疎なビットベクトルのデータ構造
• 自然数の分割を表現するデータ構造
• 区間最頻値問題のアルゴリズム

ここで本章では区間最頻値問題について紹介する．区

間最頻値問題はKrizanc ら [5]によって提案された問題

で，所与の n 項からなる数列に対してクエリとして与

えられた区間の最頻値 (のうちどれか 1つ)を高速に求

める問題である．既存手法のデータ構造の空間計算量

及びクエリ時間計算量として表 1 のように，クエリ時

間計算量の削減に特化したものや空間・時間計算量にト

表 1. 区間最頻値問題の既存データ構造の計算量をま

とめた表．但し n は数列の項数, m は数列全

体の頻度の最大値，ϵは 0以上 1/2以下のパラ

メータを表す．

空間計算量 (bits) クエリ時間計算量

[1] O
(
n2−2ϵ

)
O(nϵ)

[6] O

(
n2 log log n

log n

)
O(1)

[2] O((n1−ϵm+ n) log n) O(nϵ + log log n)

レードオフを持たせたもの，数列の項数以外のパラメー

タを導入してさらに省空間化を進めたものがある．

区間最頻値問題の多くのデータ構造の内部では区間

[l, r]での最頻値の頻度を全て記録する n × nの二次元

配列 F を保持している．ここでこの二次元配列 F の保

持に前章で紹介した提案データ構造を適用することに

よって空間計算量を削減することを考える．

本研究では既存研究 [2] で行われている，パラメー

タ mを計算量に含めたデータ構造の改良を行った．定

義より二重配列 F は各行および各列が単調な整数列と

なっており，値域は [1,m] に含まれる．これを行ごと

に提案データ構造を用いて表現することで空間計算量

O
(
2k · nm

(
n
m

) 1

2k

)
bitsで O(2k)時間で任意の要素を

取得できる．さらに配列を行・列ともに等間隔に分割

し，各ブロックごとに圧縮することによって時間計算量

を O(2k) に保ったまま O
(
4k · nm

(
n
m

) 1

2(2
k)

)
bits ま

で削減できることを示した．但し k は再帰の回数を表

すパラメータで正の整数である．この手法を内部に用

いることによって区間最頻値問題を文字列 S に加えて

空間計算量 O
(
nm

(
log log n

m

)2)
bits のデータ構造を

用いて，クエリ時間計算量 O
(
log log n

m

)
で解くことが

できることを示した．これは [2]のデータ構造では達成

できない計算量であり，既存手法に比べて n≫ mの場

合に特に省空間になる．
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