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1 はじめに

近年，理論計算機科学の分野で遷移問題の研究が盛ん

に行われている．遷移問題とは，ある問題の初期解と目

標解が与えられたとき，初期解から目標解まで解を段階

的に遷移させられるか判定する問題である．独立集合

問題に対する遷移問題として，スライディングトークン

問題が提案された [2]．この問題は，無向グラフ上の独

立集合 Is および It が与えられたとき，Is から It まで

独立集合を段階的に遷移させられるか判定する問題で

ある．本研究では，木におけるスライディングトークン

問題に対して，遷移の最短手順を求める多項式時間アル

ゴリズムを提案する．

2 既存研究と本研究の成果

スライディングトークン問題は，Hearn と Demaine

によって導入された [2]，次のような問題である．G を

無向グラフとし，Is および It を G 上の独立集合とす

る．Is 上に置かれたトークンの集合を，It 上まで遷移

させるのが目標である．ただし，可能な操作は「トーク

ンをひとつ選んで隣接頂点へスライドする」というもの

に限る．さらに，遷移の間トークンの集合は独立集合を

保たなければならない．この設定のもとで，トークンの

集合を Is 上から It 上まで遷移させられるか判定する

問題が，スライディングトークン問題である．

図 1. スライディングトークン問題の遷移の例

一般のグラフにおけるスライディングトークン問題

は PSPACE 完全に属する [2]．さらに，平面グラフに

限定してもこの問題は PSPACE 完全に属する [3]．一

方で，いくつかのグラフクラスにおけるスライディング

トークン問題には，多項式時間アルゴリズムが発見され

ている．例えば，木においては線形時間アルゴリズムが

発見されている [1]．また，木よりも広いグラフクラス

である cactus tree [5] および clique tree [4] において

も多項式時間アルゴリズムが発見されている．

以上は遷移可能性の判定に対する結果であるが，遷

移の最短手順を構成するという問題設定もまた自然で

ある．この問題設定に対しては，木の部分クラスであ

る caterpillar tree において，遷移の最短手順を構成す

る多項式時間アルゴリズムが発見されている [6]．しか

し，木において遷移の最短手順を構成する多項式時間ア

ルゴリズムが存在するかは分かっていなかった．[1] で

は遷移の手順を構成するアルゴリズムも提案されてい

るが，最短手順ではない．

本研究では，木におけるスライディングトークン問題

に対して，遷移の最短手数を求める多項式時間アルゴリ

ズムを与えた．さらに，遷移の最短手順を構成する多項

式時間アルゴリズムを与えた．

3 最短手数の計算

本研究で扱う問題は以下のものである．以降，n = |T |
とおく．

インスタンス: 木 T と，T 上の独立集合 Is と It．

タスク: T 上でトークンの集合を Is から It まで

遷移させられるか判定せよ．遷移可能な場合，最短

手順を構成せよ．

本研究ではまず，インスタンスの情報から最短手数を

陽に計算するための式を与えることを目指した．しか

し，元の問題設定において最短手数を陽に表すのは難し

い．そこで代わりに，トークンの移動方法に関する制約

C も入力として与えられるという問題設定のもとで，C

に従う最短手数を陽に表す式を与えた．

具体的には，制約 C は次のことを定めるものである．
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• Is 上の各トークンを，I0 (移動しないトークン) ま

たは I1s (1 回移動するトークン) または I2s (2 回以

上移動するトークン) に分類する．

• It 上の各トークンを，I0 (移動しないトークン) ま

たは I1t (1 回移動するトークン) または I2t (2 回以

上移動するトークン) に分類する．

• I1s 上のトークンから I1t 上のトークンへの一対一

の対応を定める．

• I2s 上の各トークンについて，最初の移動先の隣接

頂点を定める．

• I2t 上の各トークンについて，最後の移動元の隣接

頂点を定める．

制約 C が与えられれば，C に従う最短手数は陽に計

算できる．

結果 1. 木におけるスライディングトークン問題のイン

スタンスと制約 C が与えられたとき，C に従う最短手

数は ∑
e∈E(T )

fe(Is, It;C)

という式で表される．ここで，fe(Is, It;C) は辺 e にお

けるトークンの移動回数を表し，C が与えられれば容

易に計算できることが示せる．

4 アルゴリズムの概要

以上の結果より，元の問題設定における最短手数は

min
C

∑
e∈E(T )

fe(Is, It;C)

と計算できるが，ありうる制約 C の個数は n の指

数オーダーなので，全通り試すことはできない．そこ

で，木 T を根付き木とし，その上で動的計画法を用い

て最適な制約 C∗ を求めることを考える．このとき，∑
e∈E(T ) fe(Is, It;C

∗) が最短手数となる．

動的計画法のテーブルは dp(v, Cv) とする．ここで，

v は T の頂点であり，Cv は v に接続する辺集合上の

制約である．また，

dp(v, Cv) := min
C′

∑
e∈E(Tv)

fe(Is, It;C
′)

と定義する．ここで，Tv は v 以下の部分木を指し，C ′

は v に接続する辺集合上で Cv に一致している必要が

ある．各 dp(·, ·) は葉から順にボトムアップに計算して
いくことができる．

各 vについて Cv は O((v の次数)2)通りなので，テー

ブル全体のサイズは O(n2) である．また，各 dp(·, ·)
の計算は定数時間で行えることが示せるので，次の結果

を得る．

結果 2. 木におけるスライディングトークンのインスタ

ンスが与えられたとき，遷移可能性の判定および最短手

数の計算は O(n2) 時間で行える．

続いて，最短手順を構成する多項式時間アルゴリズ

ムを与える．インスタンスが与えられたとき，最初に 1

回トークンを動かす方法は O(n) 通りである．よって，

最初に 1 回トークンを動かす方法を全通り試し，残り

最短手数がちょうど 1 だけ減るような操作を実際に行

うことができる．この手続きを残り最短手数が 0 にな

るまで繰り返すことで，最短手順を構成できる．

このアルゴリズムの時間計算量は O(n · n2 ·m) であ

る．ここで，m は最短手順の長さである．Demaine ら

によって m = O(n2) が示されている [1] ので，次の結

果を得る．

結果 3. 木におけるスライディングトークンのインスタ

ンスが与えられたとき，最短手順の構成は O(n5) 時間

で行える．
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