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1 はじめに

セミパラメトリックモデルは，興味ある有限次元の
パラメータと局外パラメータの 2 種類のパラメータに
よって特徴づけられるモデルである．局外パラメータ
は確率密度関数，条件付き期待値などの無限次元のパラ
メータとなることがある．
セミパラメトリックモデルでのパラメータ推定では，
スコア関数の局外接空間への直交射影として有効スコ
ア関数が定義される．有効スコア関数は漸近有効性を
もつ推定量の構成や推定量の漸近分散の下限の評価に
おいて重要である．しかし，有効スコア関数を陽に求め
られるとは限らない．
本研究では，セミパラメトリックモデルにおいて，有
効スコア関数を近似することによってパラメータ推定
を行う手法を提案した．さらに，提案手法をセミパラメ
トリックコピュラモデルに適用して，ランク統計量から
パラメータ推定を行う方法を提案した．提案手法によ
り得られる推定量がモデルに対しての仮定の下で漸近
有効性を持つことを示した．また数値実験によって，有
限標本の場合に提案手法による推定量の二乗誤差が既
存の推定量より小さくなることを確かめた．

2 既存研究

2.1 有効スコアを用いたパラメータ推定
セミパラメトリックモデルにおける推定では，有効ス
コア関数 sE が重要である．興味あるパラメータ θ が与
えられたもとでの局外パラメータ k の推定量 k̃(θ)があ
る制約をみたすとき，有効スコア関数に関する方程式

N∑
i=1

sE(xi,θ, k̃(θ)) = 0

の解として得られる推定量 θ̂N は漸近有効性をもつ [1]．
また，本研究で扱うセミパラメトリックコピュラモデル
のうちガウシアンコピュラについて，有効スコアを用
いた漸近有効性をもつ推定量が知られている [4]．しか
し，有効スコア関数を解析的に求められないモデルが多
く存在する．

2.2 コピュラモデル
X = (X1, . . . , Xd) ∈ Rd を d 次元の確率変数とし，X

の同時分布関数 F : Rd → [0, 1] および周辺分布関数
F1, . . . , Fd は絶対連続であると仮定する．このとき F

に対応する [0, 1]d 上の確率分布関数Cが一意に定まる：
F(x; F1, . . . , Fd) = C(F1(x1), . . . , Fd(xd)). (1)

この C をコピュラとよぶ．C の密度関数を cとする．
式 (1)は同時分布を周辺分布と変数間の依存関係を表

すコピュラ C に分離している．このようにコピュラは
変数間の依存関係を表現する関数で，ファイナンスなど
の分野に応用される．

C が有限次元の θ ∈ Θ ⊂ Rm で特徴づけられるとき，
F(x;θ, F1, . . . , Fd) = C(F1(x1), . . . , Fd(xd);θ) (2)

と か け る ．式 (2) で 表 せ る 分 布 の 集 合
{F (x;θ, F1, . . . , Fd)} は，θ, F1, . . . , Fd で特徴づけ
られるモデルとなる．F1, . . . , Fd を無限次元の局外変数
とみなすと，θを興味あるパラメータとするセミパラメ
トリックなコピュラモデルとみることができる．
2.3 コピュラモデルにおけるパラメータ推定

N 個の実現値 xi = (x1i, . . . , xdi), (1 ≤ i ≤ N)からパラ
メータ θ を推定する問題を考える．コピュラの性質か
ら，推定量がランク統計量Ri j =

∑N
k=1 1l{Xik ≤ Xi j}の可

測関数であることが望ましい条件となる．以後，このよ
うな性質を rank-basedと表記する．
セミパラメトリックコピュラモデルにおける rank-

basedな θ の推定量 θ̂N の構成法として，周辺分布に経
験分布をプラグインして θ を最尤推定する方法 [3]

F̃N j(x) =
1

N + 1

N∑
i=1

1l
{
x ji ≤ x

}
,

θ̂PLE
N = argmax

θ∈Θ

 N∑
i=1

log c
(
F̃N1(x1i) . . . F̃Nd(xdi);θ

) (3)

などが知られている．しかし，これらの推定量は漸近有
効性をもたない．逆に，既知の漸近有効性をもつ推定量
[2]は rank-basedではない．
コピュラモデルの 1 クラスであるガウシアンコピュ

ラモデルについては，[4]が有効スコアを導出した．さ
らに有効スコアと式 (3) の推定量 θ̂PLE

N を用いて rank-

basedかつ漸近有効性をもつ推定量を構成した．xにお
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ける有効スコアの値を
α(x) = sE(x, θ̂PLE

N , F̃N1, . . . , F̃Nd)

と表すと，[4]による推定量は次のように書ける：

θ̂N = θ̂PLE
N +

1
N

Eθ̂PLE
N

[
α(x)α(x)⊤

]−1
N∑

i=1

α(xi). (4)

Eθ̂PLE
N
はパラメータ θ̂PLE

N , F1, . . . , Fd での期待値である．
ガウシアンコピュラ以外では rank-based かつ漸近有
効性をもつ推定量は知られていない．この理由として，
有効スコア sE が陽に求められていないこと，sE を得ら
れたとしても式 (4)の形の推定量が漸近有効性をもつか
明らかでないことが挙げられる．一般のセミパラメト
リックコピュラモデルにおいて，rank-basedかつ漸近有
効性をもつ推定量が構成可能かは未解決である．

3 提案手法

3.1 提案手法の概要
有効スコア関数 sE は，スコア関数 sをある無限次元
空間 Λ へ直交射影することで得られる．スコア関数 s

は確率密度関数の θ についての偏微分である．本研究
では，直交射影をする空間を有限次元とする近似により
有効スコア関数を近似し，近似した有効スコアを真の有
効スコアの代わりに用いる推定方法を提案した．
3.2 提案手法のコピュラモデルへの適用
L0

2 :=
{
e : [0, 1]→ R

∣∣∣∣ ∫ 1
0 e(x)dx = 0,

∫ 1
0 e(x)2dx < ∞

}
とする．コピュラモデルにおいては，e ∈ L0

2 が Λの元
と 1対 1に対応する．提案手法では，L0

2 を近似する有
限次元空間 SJN ⊂ L0

2 をとり，e ∈ SJN に対応する Λの
元の集合を ΛN とする．有効スコア関数の近似 ŝE を，
sの有限次元空間 ΛN への直交射影により定義する．x

における有効スコアの推定量の値を
α̂(x) = ŝE(x, θ̂PLE

N , F̃N1, . . . , F̃Nd)

と表すと，提案手法による推定量は次のように書ける：

θ̂N = θ̂PLE
N +

1
N

 1
N

N∑
i=1

α̂(xi)α̂(xi)⊤
−1 N∑

i=1

α̂(xi). (5)

4 数値実験

有効スコアが既知のガウシアンコピュラモデルと，有
効スコアが未知の Clayton コピュラモデルの 2 種類に
ついて数値実験を行った．ある真の分布から N 個の標
本を発生させ，[3]の方法 (式 (3))と提案手法 (式 (5))に
より推定量を求める実験を k = 8000回行った．各実験
の推定量を θ̂(1)

N , . . . , θ̂
(k)
N として以下を比較した：

Mean =
∑N

i=1 θ̂
(i)
N

N
Bias = Mean − θ0

Var =

∑N
i=1

(
θ̂(i)

N −Mean
)2

N
MSE =

∑N
i=1

(
θ̂(i)

N − θ0

)2
N

図 1. に示すように特に変数間の相関が大きいとき，提
案手法の推定量が優れた結果を示した．

図 1. Claytonモデル，θ0 = (55)．Bias・MSEの標本
数依存性．

5 まとめ

本研究では，セミパラメトリックモデルのパラメータ
推定において，近似した有効スコア関数を用いる手法を
提案した．提案手法をセミパラメトリックコピュラモ
デルに適用し，従来より広いクラスに対して rank-based

かつ漸近有効性を持つ推定量を提案した．数値実験に
より変数間の相関が大きい場合に提案手法による推定
量の二乗誤差が小さくなることを確認した．
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