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1 はじめに

多項ロジットモデル [6]は，離散選択実験において用

いられる最も代表的なモデルの 1 つである．離散選択

実験とは，複数の選択肢の中からどれを選ぶかという

人々の選択行動を分析するための実験である [7]．実験

で得られる観測データは必ずしも多項ロジットモデル

に適合するとは限らないため，モデルの適合度検定を行

うことは重要である．適合度検定の p 値の計算手法の

1つにマルコフ基底を用いたMCMCがあり，サンプル

サイズが大きくなく，かつ観測値に偏りがある場合には

有効な手法である [3, 4]．

本研究では，選択肢がただ 1つの属性をもつ場合には

多項ロジットモデルのマルコフ基底が陽に求められる

ことを示した．さらに，適合度検定の p 値を求めるた

めにマルコフ基底を列挙せずに MCMC を行うアルゴ

リズムを提案し，既存の計算手法との比較を行った．

2 多項ロジットモデル

本研究で扱う多項ロジットモデルを記述する．チョ

イスセットとは実験において回答者に提示する選択肢

の集合であり，これが S 個あるとする．各チョイス

セット s = 1, . . . , S は J 個の選択肢 j = 1, . . . , J を

含み，回答者は選択肢 j = 1, . . . , J の中から最も好ま

しいものを選択する．チョイスセット s の中の選択肢

j が選ばれる確率 pjs は，選択肢がもつ属性を並べたベ

クトル xjs と各属性が選択確率に与える寄与を並べた

パラメータ β を用いて

pjs =
exp(x′

jsβ)∑J
k=1 exp(x

′
ksβ)

とモデル化される．実験によって得られる度数データ

y = (y11, . . . , yjs, . . . , yJS)
′ は，yjs がチョイスセット

s の中の選択肢 j を選んだ人数を表す．

3 マルコフ基底

モデルの適合度検定の p 値の計算のために必要とな

るマルコフ基底の定義をする．モデルの十分統計量 t

が，度数 y ∈ Nη と行列 A を用いて t = Ay と表され

るとする．

定義 3.1. B を kerA ∩ Zη の部分集合とする．B が
マルコフ基底であるとは，任意の十分統計量 t と任

意の y, ỹ ∈ Nη s.t. t = Ay = Aỹ に対して，ある

N ∈ N, zj ∈ B, εj ∈ {−1, 1}, j = 1, . . . , N が存在し

て，次の 2つの条件

ỹ = y +

N∑
j=1

εjzj ,

y +

n∑
j=1

εjzj ≥ 0, n = 1, . . . , N

を満たすことである．

マルコフ基底 B が求められれば，連鎖の各状態 y

において z ∈ B と ε ∈ {−1, 1} をランダムに選び，
y+ εz ≥ 0 ならば y+ εz に移動し，そうでなければ y

にとどまるというルールでマルコフ連鎖を構成するこ

とにより，適合度検定の p値を計算することができる．

4 本研究の成果

4.1 属性数 1の多項ロジットモデルのマルコフ基底

選択肢がただ 1 つの属性をもつときには，離散選択

実験によって得られる度数データを構造的ゼロのある

2元分割表と見なすことができる．分割表の行はただ 1

つの属性の水準を表し，列はチョイスセットを表す．ℓ

行 s 列のセル (ℓ, s) の値は，チョイスセット sの中に

水準 ℓ の選択肢が含まれればその選択肢を選んだ人数

であり，そうでなければ構造的ゼロである．

本研究ではこのように作った 2 元分割表のセル確率

が多項ロジットモデルに従うことと，2元分割表の準独

立モデルに従うことが等価であることを示した．2元分

割表の準独立モデルのマルコフ基底は [1]によって求め

られているため，この結果を用いることで属性数 1の多

項ロジットモデルのマルコフ基底を記述することがで

きる．

定義 4.1 ([1]). 1 ≤ ℓ1, . . . , ℓr ≤ L, 1 ≤ s1, . . . , sr ≤
S に対して，次数 r のループとは L × S 整数行列

Mr(ℓ1, . . . , ℓr; s1, . . . , sr) であり，その要素は

mℓ1s1 = mℓ2s2 = · · · = mℓr−1sr−1
= mℓrsr = 1,

mℓ1s2 = mℓ2s3 = · · · = mℓr−1sr = mℓrs1 = −1,

その他の要素はすべて 0である．ただし全ての n ̸= n′
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に対して ℓn ̸= ℓn′ かつ sn ̸= sn′ である．

定義 4.2 ([1]). ループ Mr(ℓ1, . . . , ℓr; s1, . . . , sr) が

自由度 1 であるとは，L × S 分割表のセルの集

合 {(ℓ, s) | ℓ ∈ {ℓ1, . . . , ℓr}, s ∈ {s1, . . . , sr}} が次数
2, . . . , r − 1 のいかなるループのサポートも含まない

ことである．

定理 4.3. 属性数 1 の多項ロジットモデルの水準数を

L，チョイスセットの個数を S とする．これに対して

上記のようにして作った L × S 分割表を考える．属性

数 1 の多項ロジットモデルの一意な極小マルコフ基底

はこの 2元分割表における次数 2, . . . ,min{L, S} の自
由度 1の全てのループからなる集合である．

4.2 属性数 1の多項ロジットモデルの適合度検定に対

する提案手法

本研究では属性数 1の多項ロジットモデルに対して，

マルコフ基底を列挙することなく MCMC を構成する

ことで適合度検定の p 値を推定する手法を提案した．

提案手法の概要は，ループ Mr(i1, . . . , ir; s1, . . . , sr) を

ランダムに生成することで MCMC を構成するという

ものである．この手法はマルコフ基底を列挙する必要

がないので，マルコフ基底の要素数が膨大になる場合で

もメモリ不足にならない．

5 数値実験

以下の 6 つの手法を用いて属性数 1 の多項ロジット

モデルの p値を推定し，その結果を比較する．

1. 提案手法によるMCMC(proposed)

2. マルコフ基底を用いたMCMC(makrov)

3. 格子基底を用いたMCMC(lattice)

4. Sequential Importance Sampling を用いたモンテ

カルロ法 (SIS)

5. カイ二乗検定統計量の漸近分布 (chisq)

6. 尤度比検定統計量の漸近分布 (LR)

このうち，3.の lattice, 4.の SISはそれぞれ [5], [2]に

より提案されたアルゴリズムである．5.の chisq, 6.の

LRはそれぞれカイ二乗検定統計量，尤度比検定統計量

の漸近分布に基づく p値の計算である．実験の設定は，

選択肢の個数 J = 3，チョイスセットの個数 S = 7，水

準数 L = 5 とし，チョイスセットは

{1, 2, 3}, {1, 2, 5}, {1, 3, 4}, {1, 3, 5},
{2, 3, 4}, {2, 4, 5}, {3, 4, 5}

の 7つである．回答者の人数 (各チョイスセットの観測

度数の和)を N = 3 とし，得られた観測度数は

y = (0, 2, 1, 1, 1, 1, 0, 2, 1, 1, 0, 2, 0, 3, 0, 0, 1, 2, 0, 2, 1)′

とする (J × S = 21 次元ベクトル)．

図 1に，6つの手法による p値の推定値と正確な p値

との絶対誤差を示す．1.～4.のモンテカルロ法は，1回

のモンテカルロ法につき 10秒間の計算を行い，それを

100 回行った下での平均と標準偏差を示した．図より，

図 1. p値の推定値と正確な p値の絶対誤差．モンテ

カルロ法については 10秒間の計算を 100回行

い，その平均と標準偏差をプロット．

proposedと markovが最も正確な p値に近い値を推定

できている．

proposedと markovは推定精度の観点からはほぼ同

じ性能であるが，proposedはマルコフ基底を列挙する

必要がないので，markovに比べ空間計算量を削減する

ことができることが良い点である．
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