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1 一般化プロクラステス解析 (GPA)

形状分析における一般化プロクラステス解析 (GPA)

とは端的にいえば, 同一種類の物体の複数のサンプル

から, それらの物体の真の形状を推定する問題である

[6, 5]. 対象とする物体にはm個の目印があり、真の形状

の目印 l (l = 1, . . . ,m)における座標を r0,l とする. さ

らに同種類の物体のサンプルは n個あり, 各サンプルの

m個の目印の d次元座標は全て観測可能であるとする.

加えて, 物体 j (j = 1, . . . , n) の目印 l (l = 1, . . . ,m)

における観測座標 rj,l は, 真の回転に対応したある回転

行列 R̂j ∈ SO(d)と, 真の平行移動に対応したある d次

元の実ベクトル t̂j ∈ Rd および各サンプルの各目印に

おける誤差 δj,l ∈ Rd により,

rj,l = R̂jr0,l + t̂j + δj,l (1.1)

というモデルで記述できるものとする. 全サンプルの各

目印の座標 rj,l が全て得られたときに, 真の形状におけ

る各目印の座標 r0,l を推定することを考える.

観測座標 rj,l を用いて, 行列 Aj ∈ Rd×m（j =

1, . . . , n）を Aj = [rj,1, . . . , rj,m] で定義する. 同様

に真の形状の各目印の座標 r0,l の推定量 hl を用いて,

行列 H ∈ Rd×m を H = [h1, . . . ,hm] で定義する. こ

のとき,次の問題

min

n∑
j=1

∥RjAj + tj1
⊤
m −H∥F

2

s.t. H ∈ Rd×m, Rj ∈ SO(d), tj ∈ Rd

(1.2)

の最適解 H によって真の形状における目印の位置関係

を推定するのが GPAである. ただし 1m ∈ Rm は全成

分が 1のm次元ベクトルとする. 現在のところ,次元 d

を 2以上で固定した際, 問題 (1.2)の厳密解を求める多

項式時間アルゴリズムは確認されていないが, 本研究で

は同条件で問題 (1.2)が NP困難であることを示した.

2 2次元 GPAのランクリカバリー現象

問題 (1.2) の次元が d = 2 のときにおいて, 2 次元

特殊直交群と 1 次元ユニタリー群の同型性を利用し

て, 元問題を複素空間上の最適化問題として定式化す

る. 問題 (1.2) の入力の行列 Aj ∈ R2×m を用いて,

Bj = AjLm としたときm次元複素ベクトル γj ∈ Cm

を γj = (行列 Bjの 1 行目)⊤ + i (行列 Bjの 2 行目

)⊤ で定める. ただし i は虚数単位を表し, 行列 Lm

は Lm = Im − 1
m1m1⊤

m で定義する. さらにこのベ

クトル γj ∈ Cm を用いて, 半正定値エルミート行列

CH ∈ Cn×n の (j, k) 成分を (CH)j,k = γ∗
j γk で定める

と, この行列 CH を入力とする次の問題を解くことは元

の問題 (1.2)を解くことと等価である:

min − 1

n
x∗CHx+Tr CH

s.t. x ∈ Cn, |x1| = |x2| = · · · = |xn| = 1.
(2.1)

この問題 (2.1) の最適解が得られれば, 元の問題 (1.2)

の最適解を容易に構成することができる. しかし,入力

CH が一般の半正定値エルミート行列であるような場

合, 問題 (2.1) は NP 困難であること [7] が既に知られ

ており, これを直接効率的に解くことは容易ではない.

一方で次のような SDP緩和を用いた乱択近似アルゴリ

ズム [3]は既に提案されている:

max Tr(CHX)

s.t. X ∈ Cn×n, X ⪰ O,

Xi,i = 1 (i = 1, . . . , n).

(2.2)

Angular synchronization 問題における同様の SDP

緩和でのタイト性の考察 [1]をもとに, 本研究では 2次

元一般化プロクラステス解析の SDP緩和問題 (2.2)に

ついて次の定理を導いた.

定理 1 観測座標 rj,l がモデル (1.1)にしたがっていて

（ただし真の形状のm個の目印の座標 r0,1, . . . , r0,m が

全て一致することはないものとする）, さらにある正の

数 ξ > 0が存在して全ての δj,l（1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ l ≤ m）

について, ∥δj,l∥ ≤ ξ を満たすとする. この ξ が不等式

(2
√
αm σ +mσ2)2

α2
+

2(
√
αm+ βm)σ + 3mσ2

24α
≤ 1

24

を満たすならば, 緩和問題 (2.2)の最適解X のランクは

1に等しく, ベクトル x ∈ Cn が X = xx∗ を満たすな

らば, xは問題 (2.1)の最適解となる. ただし,不等式中

におけるパラメータ α, β は真の形状におけるm個の目
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印の座標 r0,1, . . . , r0,m とその重心 rG = 1
m

∑m
l=1 r0,l

を用いて, 以下のように定義する:

α =
m∑
l=1

∥r0,l − rG∥2 , β = max
1≤l≤m

∥r0,l − rG∥ .

この定理 1 は観測時の誤差 δj,l の大きさが十分に小

さい場合は SDP緩和解法によって 2次元 GPAの厳密

解が求まることを意味している. 本稿ではこのような現

象をランクリカバリー現象と呼び, 理論的にそのメカニ

ズムを解析した。

3 一般次元 GPAのランクリカバリー現象

一般次元 GPA について, 問題 (1.2) の回転制約を直

交制約に緩和した問題が次の問題である:

max − 1

n
Tr

(
Z⊤CZ

)
+Tr C

s.t. Z = [Z⊤
1 , · · · , Z⊤

n ]⊤, Zi ∈ O(d).
(3.1)

なお,問題 (3.1)の入力 C ∈ Rnd×nd は

C = [B⊤
1 , · · · , B⊤

n ]⊤[B1, · · · , Bn] (3.2)

で元問題の入力から計算されるものとする. ただし

Bj = AjLm とする. N = ndとおくと,この問題 (3.1)

を [4, 2]と同様の形式で SDP緩和した問題が以下のも

のである:

max Tr(CY )

s.t. Y ∈ RN×N , Y ⪰ O,

Yi,i = Id (i = 1, . . . , n).

(3.3)

ただし制約式 Yi,i = Id はサイズが d× dの行列 Y にお

ける n 個全ての対角ブロックが単位行列であることを

意味している. このとき以下の定理が成り立つ.

定理 2 真の形状の m 個の目印の座標 r0,1, . . . , r0,m

が d 次元空間中の同一の超平面上には存在しないもの

とし, またその m 個の目印の重心は座標原点にあると

仮定する. 観測座標 rj,l がモデル (1.1)にしたがってい

て, 全ての δj,l（1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ l ≤ m）について,

∥δj,l∥ ≤ σ1(A0)√
m

(
−1 +

√
1 + f(κ, d)

)
(3.4)

を満たすならば, 緩和問題 (3.3) の最適解 Y のランク

は d に等しく, 行列 Z ∈ Rnd×d が Y = ZZ⊤ を満た

すならば, Z は問題 (3.1) の最適解であり, 加えてそ

の最適解 Z = [Z⊤
1 , · · · , Z⊤

n ]⊤ (Zi ∈ O(d)) について

detZ1 = · · · = detZn が成り立つ. ただし, σ1(A0)お

よび σd(A0)は, 真の形状におけるm個の目印の座標で

定義された行列 A0 = [r0,1, . . . , r0,m] ∈ Rd×m の最大

特異値および d番目に大きな特異値とし, さらに不等式

(3.4)における f(κ, d)は, κ =
(

σ1(A0)
σd(A0)

)2

で定義した κ

や h(κ, d) = 4
√
d κ2 + (2

√
d+ 1)κ+ 1を用いて,

f(κ, d) =
−h(κ, d) +

√
(h(κ, d))

2
+ 16κd

16κ2d
(3.5)

で定めたパラメータとする.

問題 (3.1) の最適解 Z に右から任意の d 次直交行列

をかけて構成される行列も同じく最適解であることか

ら, 観測時の誤差 δj,l の大きさが十分に小さい場合には

SDP緩和問題 (3.3)を解くことで問題 (3.1)の最適解の

中でも Zi ∈ SO(d) となるような解を効率的に得られ,

そこから元問題 (1.2)の最適解を構成できることをこの

定理 2は意味している. 以上のように一般次元の GPA

についても同様のランクリカバリー現象が確認できた.

4 まとめ

本論文では効率的に最適解を求めるのが困難とみら

れる GPAについて, 観測時の誤差の大きさが十分に小

さい場合には SDP緩和問題を解くことで厳密解が得ら

れるという,ランクリカバリー現象のメカニズムについ

て考察した. 最適解を求めるのに許容可能な誤差の大き

さの,より精密な評価が今後の課題といえる.
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