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1 はじめに

分位点は確率変数を特徴付ける代表的な値の 1 つで

あり，回帰モデルにおける分位点の推定は重要な課題の

1つである．

本研究では，従属変数 Y ∈ R の α-分位点が説明変

数 X ∈ Rd の関数 qα(X)として表されている状況を想

定し，n組の実現値 (X,Y ) = (x1, y1), . . . , (xn, yn) か

ら，ある固定されたX = X0 のもとでの Y の α-分位点

qα(X0) を推定する問題について考える．また，ここで

は不均一モデル，つまり残差 ε = Y − qα(X)の分布が

X によって異なる場合について考える．

代表的な手法としては分位点回帰 [3] が挙げられる

が，不均一モデルにおいては通常の分位点回帰による推

定量は漸近有効性を示さないことが知られている．ま

た，漸近有効な推定量を構成するためには残差の密度関

数の推定が必要となる [2] ．分位点回帰以外の手法とし

てはエクスペクタイルを用いた推定方法が挙げられる

[6] ．この手法は，エクスペクタイル回帰を繰り返し用

いて複数のエクスペクタイルを推定し，これらの値を用

いて確率分布関数を推定することで分位点の推定値を

求める，というものである．

本研究では，エクスペクタイルを用いた手法を改良す

ることにより，不均一モデルにおける新しい分位点の推

定手法を提案する．分位点回帰の場合と同様に，不均一

モデルにおいて通常のエクスペクタイル回帰は漸近有

効性を示さない．このことに着目し，提案手法では漸近

有効性を示すようなエクスペクタイル回帰の手法を導

出した上で，それを用いて分位点の推定を行う．

2 既存手法

2.1 分位点回帰

分位点回帰モデルでは，従属変数 Y ∈ R の α-分位

点が説明変数 X ∈ Rd とパラメータ βα ∈ Rr を用いて

q(X,βα) と表される場合について考える．このとき，

分位点回帰 [3] では以下のような最小化問題

β̂α = argmin
β

n∑
i=1

ωi,α · |yi − q(xi, β)|

を解くことで，n組の実現値から真のパラメータ β∗
α の

推定値 β̂α を求める．ただし，ここで ωi,α は

ωi,α =

{
1− α (yi < q(xi, β)),

α (yi ≥ q(xi, β))

である．

2.2 不均一モデルにおける分位点回帰

通常の分位点回帰によって得られる推定値は，不均一

モデルにおいて漸近有効性を示さない．不均一モデル

においては，次のような重みつきの分位点回帰によって

得られる推定量が漸近有効性を満たすことが知られて

いる [2] ：

β̂α = argmin
β

n∑
i=1

ωi,α |yi − q(xi, β)| ·A(xi),

A(xi) = f (q(xi, β
∗
α)|X = xi) .

ここで，f( · |X)は Y |X の確率密度関数を表す．
ただし，一般に真の密度関数は未知であるため，密度

関数の推定が必要となる．Neway and Pawell [4] は，

カーネル密度推定の一種である k - 近傍法 [5] により推

定された密度関数を用いて重みつきの分位点回帰を行

う手法を提案した．

2.3 エクスペクタイルを用いた手法

エクスペクタイル (Expectile)とは，期待値 (Expec-

tation) と分位点 (Quantile) をあわせたような概念で，

Y |X の τ -エクスペクタイル mτ (X)は

mτ (X) := argmin
m

E
[
ωτ (Y −m)2

∣∣X]

として定義される．ただし，E[ · |X]は条件付期待値を

表し，ωτ は

ωτ =

{
1− τ (Y < m),

τ (Y ≥ m)

である．

Y の τ -エクスペクタイルが X とパラメータ βτ を用

いてm(X,βτ )と表されるようなエクスペクタイル回帰

モデルにおいて，分位点の場合と同様に，エクスペクタ

イル回帰 [1] では以下のような最小化問題を解くことで

パラメータの推定を行う:

β̂τ = argmin
β

n∑
i=1

ωi,τ · (yi −m(xi, β))
2
.
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Waltrup et al. [6] は，このエクスペクタイルを用い

た分位点の推定手法を提案した．この手法は，まずエ

クスペクタイル回帰を用いて X = X0 における複数の

エクスペクタイルの値を推定し，それらの値を用いて

Y |X = X0 の分布関数を推定することで分位点の推定

値を得る，というものである．

3 提案手法

不均一モデルにおいては，通常のエクスペクタイル回

帰による推定値は漸近有効性を有さず，以下のような重

みつきのエクスペクタイル回帰による推定値は漸近有

効性を有する:

β̂ = argmin
β

n∑
i=1

ωi,τ {yi −m(xi, β)}2 ·A(xi),

A(xi) =
(1− τ)ατ (xi) + τ(1− ατ (xi))

EY |X

[
ω2
τ (Y −m(xi, β∗))

2
∣∣∣X = xi

] .
ただし，ατ (xi) := F (m(xi, β

∗)|X = xi)である．

提案手法では，[6] により推定された分布関数を用い

て ατ (xi)，及び EY |X

[
ω2
τ (Y −m(xi, β

∗))
2
∣∣∣X = xi

]
の推定値を求めた上で，重みつきのエクスペクタイル回

帰を行う．それによって推定された Y |X = X0 におけ

るエクスペクタイルを用いて，[6] の手法により分位点

の推定値を求める．以上より，提案手法においては密度

関数の推定が必要とならないことが分かる．

4 数値実験

以下のような確率変数 (X,Y ) ∈ R×R についての数
値実験を行う:

X ∼ U(1, 3),

Y = 1 + 2X +Xu.

ただし u は X と独立な 1 次元連続型確率変数であり，

今回は u ∼ N(0, 1)とする．このもとで，n組の実現値

(X,Y ) = (x1, y1), . . . , (xn, yn)を発生させ，X = 1, 2, 3

それぞれにおける分位点の推定を行う．分位点を推定

する αとしては，α = 0.1, 0.2, . . . , 0.5の 5つを用いた．

また，分位点回帰モデル及びエクスペクタイル回帰モデ

ルにおいては 1 次関数を仮定している．分位点の真値

と推定値の 2乗誤差を，X = 1, 2, 3について平均した

値をこの数値実験の推定誤差とし，推定を T = 105 回

繰り返し行うことで推定誤差の平均を求めた．また，こ

の推定誤差の平均値に対する標準偏差として，T = 105

個の推定誤差の標準偏差を
√
T で除した値も記録した．

表 1. u ∼ N(0, 1)，n = 50のときの推定誤差の平均

値とその標準偏差 (×102)

Method α = 0.1 α = 0.2 α = 0.3 α = 0.4 α = 0.5

QR 73.58 (0.29) 50.46 (0.19) 42.72 (0.16) 39.45 (0.15) 38.39 (0.14)

WQR 77.73 (0.31) 51.99 (0.20) 43.38 (0.16) 39.86 (0.15) 38.75 (0.15)

TWQR 69.60 (0.27) 48.05 (0.18) 40.72 (0.15) 37.65 (0.14) 36.63 (0.14)

QfromER 71.14 (0.27) 51.35 (0.19) 43.12 (0.16) 39.16 (0.14) 38.03 (0.14)

提案手法 68.37 (0.27) 48.67 (0.19) 40.90 (0.16) 37.51 (0.14) 36.57 (0.14)

表 1 は，n = 50 としたときの結果である．表 1 よ

り，いずれの α においても提案手法が既存手法 (QR，

WQR，QfromER)を改善していること，真の重みを用

いた分位点回帰 (TWQR)と比較しても，提案手法は同

程度の精度で分位点の推定を行うことが出来ているこ

とが分かる．また QR とWQRの結果の比較から，特

に αが小さいときにWQRにおける重み (密度関数)の

推定が安定していないと考えられる一方で，QfromER

と提案手法の結果の比較から，提案手法においては安定

してエクスペクタイル回帰の重みが推定出来ているこ

とも見てとれる．

5 まとめ

本研究では，分位点の推定方法として代表的ないくつ

かの手法を紹介した後，漸近有効性を有するエクスペク

タイル回帰を導出し，それを用いた不均一モデルにお

ける分位点の新しい推定方法を提案した．また数値実

験を通して，既存手法と提案手法の推定精度の比較を

行った．
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