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1 はじめに

本研究では，２種類のグラフ構造を有する高次元デー
タを取り扱う．
第１部では，結晶構造や生物組織の顕微鏡写真に代表
される多角形充填構造を有する画像データを扱う．既
存の領域分割手法によって多角形充填画像を多角形の
境界領域と内部領域に分割するとき，領域としての境界
部分は得られるが，境界線そのものや各多角形は得られ
ない．そこで我々は，多角形充填画像のグラフ構造に着
目した生成モデルであるグラフフィッティングモデル
を導入し，同モデルの最尤推定に基づいて境界線を直接
抽出する方法を提案する．
第２部では，RGB画像や地震計ネットワークの観測
値に代表されるグラフ上の多変量信号を扱う．多変量
グラフ信号のスペクトル密度行列の推定法を議論し，多
変量グラフ信号の最適圧縮フィルタであるグラフフー
リエ主成分分析を提案する．
本稿および発表では，第１部の内容のみを紹介する．

2 提案モデル

2.1 定義
頂点集合 V = {1, . . . , I}，辺集合Eなる無向グラフを

G = (V, E)とする．点集合 (x1, y1) , . . . , (xI , yI) ∈ R2

および ε > 0 が与えられたとき，任意の i, j ∈ V に対
して２頂点 (xi, yi) と (xj , yj) を結ぶ線分を中心線と
する幅 2ε の帯を Γij(ε) と表す．帯の和集合 ΓG(ε) =∪

{i,j}∈E Γij(ε)を Gの半幅 εの帯グラフとよぶ．無向
グラフの平面埋め込みとその帯グラフを図 1 に示す．
ある確率変数X が平均 µ，分散 σ2 なる正規分布に従う
ことを X ∼ N

(
µ, σ2)

と表す．多角形充填画像の生成
モデルであるグラフフィッティングモデルを提案する．

定義 1 (グラフフィッティングモデル). 確率変数
ξ1,1, ξ1,2, . . . , ξM,N が互いに独立かつ

ξm,n ∼

{
N

(
µbound, σ2

bound
)

if (m, n) ∈ ΓG(ε) ,

N
(
µbulk, σ2

bulk
)

if (m, n) /∈ ΓG(ε)

を満たすとき，確率変数 ξ = (ξm,n)M,N
m=1,n=1 はグラフ

図 1: 平面に埋め込まれた無向グラフ（点線）とその帯グラフ
（実線で囲まれた領域）

フィッティングモデル (graph fitting model, GFM)に
従うという．

領域 ΓG(ε)を境界，それ以外の領域をバルクという．
確率変数 ξm,n を第 m 行・第 n 列のピクセルの画素値
とみなすと，GFMに従う ξ の実現値は観測画像とみな
せる．すなわちGFMは，境界ピクセルの画素値とバル
クピクセルの画素値が異なる正規分布からサンプルさ
れるような画像の生成モデルである．
2.2 対数尤度の連続近似
パラメータ θ =

({
(xi, yi)I

i=1
}

, ε
)
なる GFMの最尤

推定を考える．GFMに従う ξ の負の対数尤度は

− log p(ξ | θ)

= −
∑

(m,n)∈ΓG(ε)

log n
(
ξm,n

∣∣ µbound, σ2
bound

)
−

∑
(m,n)/∈ΓG(ε)

log n
(
ξm,n

∣∣ µbulk, σ2
bulk

)
=

∑
(m,n)∈ΓG(ε)

fm,n + const.

と表せる．n
(
·
∣∣ µ, σ2)

はN
(
µ, σ2)

の密度関数であり，

fm,n = (ξm,n − µbound)2

2σ2
bound

− (ξm,n − µbulk)2

2σ2
bulk

+ 1
2 log σ2

bound
σ2

bulk

とする．総和
∑

(m,n)∈ΓG(ε) fm,n は頂点座標や半幅に
ついて連続でないため，微分可能な関数

J̃(θ) =
∫

ΓG(ε)
Ψ dS (1)

で近似する．Ψ : R2 → R は (1/2 , M + 1/2] ×
(1/2 , N + 1/2] 上で f⌈x− 1/2 ⌉,⌈y− 1/2 ⌉ を，それ以外
で 0をとる２次元スカラー場である．ただし，⌈x⌉は実
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数 x 以上の最小の整数である．この近似は画素を細か
くする極限で一致する．

3 階段スカラー場の帯グラフ積分の最小化

式 (1)を，帯同士の３次以上の交叉を無視して関数

J (θ) =
∑

{i,j}∈E

∫
Γij(ε)

Ψ dS −
∑
i∈V

∑
{j,k}⊆Ni

∫
∆i,jk(ε)

Ψ dS

で近似する．Ni は頂点 i ∈ V の近傍である．∆i,jk(ε)
は図 2に示す凧型である．領域 Γij(ε)および ∆i,jk(ε)
を適切にパラメータづけることで，目的関数 J とその
勾配を計算できる．J , ∂J

∂x1
, ∂J

∂y1
, . . . , ∂J

∂xI
, ∂J

∂yI
, ∂J

∂ε の時
間計算量は O(|V | + ε |E| + εL)となる．

(a) (b)

図 2: 凧型 ∆i,jk(ε)．実線は帯 Γij(ε) および Γik(ε) の境界
を，破線は凧型∆i,jk(ε)の境界を表す．

4 数値実験

4.1 最尤推定の精度
GFM の生成画像から頂点座標と半幅を近似最
尤推定し，推定誤差を測定した．頂点座標の初期
値は真の頂点座標をガウスノイズで動かした 100
通りとし，半幅の初期値は真値を含む 3 通りとし
た．生成画像と初期頂点座標を図 3 に示す．提案手
法として，KNOWN，PI-GRMF，PI-GMM，ESTI-
MATE の４種類を用意した．KNOWN はパラメータ
µbound, σ2

bound, µbulk, σ2
bulk を既知として最適化を行っ

た．PI-GMRFは µbound, σ2
bound, µbulk, σ2

bulk に混合正
規分布の EMアルゴリズム (Zhang et al., 2001)に基づ
く推定値をプラグインして最適化を行った．PI-GMM
は µbound, σ2

bound, µbulk, σ2
bulkに混合正規分布の EMア

ルゴリズムに基づく推定値をプラグインして最適化を
行った．ESTIMATE は µbulk, σ2

bulk に PI-GMM と同
じ推定値をプラグインし，µbound, σ2

bound を変数に含め
て最適化を行った．最適化には逐次２次計画法 (Boggs,
1996)を用いた．

(a) (b)

図 3: GFMの (a)生成画像および (b) 100通りの初期頂点座
標．(b) のひとつながりの線が１つの初期グラフ埋め込みを
表す．

数値実験の結果，KNOWNおよび PI-GMRFは頂点
座標を画像の横幅の 1%ほどの誤差で，半幅を 0.1%に
満たない誤差で精度よく推定できた．PI-GMMによる
推定誤差は頂点座標，半幅ともに画像の横幅の 1%から
3%程度になった．一方で，ESTIMATEの計算は不安
定化し，推定誤差が 1013 ∼ 1015 倍までに増大した．
4.2 領域分割の判別精度
第 4.1小節のKNOWN，PI-GMRF，PI-GMM，ES-

TIMATEに基づく領域分割の誤判別率を大津法 (Otsu,
1979)，混合正規分布の最尤推定，ガウス・マルコフ確
率場の最大事後確率推定 (Besag, 1986) と比較した．
KNOWNと PI-GMRFの平均誤判別率は 1%ほどに抑
えられ，ガウス・マルコフ確率場の最大事後確率推定の
誤判別率に匹敵した．PI-GMM の平均誤判別率は 5%
から 10%ほどになり，混合正規分布の最尤推定や大津
法の誤判別率を下回った．
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