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1 はじめに

Diaconis and Sturmfels [4] や Sturmfels [8] で，分

割表のモデルの適合度検定に対して，マルコフ基底を用

いたマルコフ連鎖モンテカルロ法による手法が提案さ

れて以来，マルコフ基底について多くの研究がなされて

いる．マルコフ基底を計算するためのアルゴリズムが

実装された 4ti2 [1]等のソフトウェアを用いることで理

論的には全てのマルコフ基底を計算することができる．

しかし実際にマルコフ基底を計算するのは，小さい

サイズの分割表でも難しい．例えば 3 元分割表の無 3

因子交互作用モデルのマルコフ基底は驚くほど複雑で

3× 3×K の分割表については Aoki and Takemura [2]

で詳細に調べられているが，4× 4× 4 以上のサイズの

分割表についてはほんとんどわかっていない．s × t整

数行列 Aに対して，kerZ(A) = {x ∈ Zt | Ax = 0} と
する．

2 マルコフ基底

定義 2.1 s × t 非負整数行列 A に対して，有限集合

M ⊂ kerZ(A) が Aのマルコフ基底であるとは，Aw =

Auを満たす任意の w, u ∈ Nt に対して，あるベクトル

列 {vi}li=1 ⊂ M が存在して，

w +
l∑

i=1

vi = u, w +

p∑
i=1

vi ∈ Nt, 1 ≤ ∀p ≤ l

となることを言う．マルコフ基底 M の任意の真部分

集合がマルコフ基底とならない時，Mを極小マルコフ

基底と言う．Aの universalマルコフ基底M(A) とは

全ての極小マルコフ基底の和集合である．

分割表のモデルは行列で表すことができ，マルコフ基

底を考えることはその行列の核の性質を考える事と同

値である．

i× j × k 分割表 (uijk)の無 3因子交互作用モデルは

セル (i, j, k)を取る確率を pijk とすると，

pijk = pij+pi+kp+jk

と書ける．無 3因子交互作用モデルの十分統計量は

uij+ =

d3∑
k=1

uijk, ui+k =

d2∑
j=1

uijk, u+jk =

d1∑
i=1

uijk

となる．分割表 (uijk) から十分統計量 uij+，ui+k，

u+jk への写像は線形写像なので行列表示できる．例え

ば i = j = k = 2のとき，

111 112 121 122 211 212 221 222

(i, j) = (1, 1) 1 1 0 0 0 0 0 0

(i, j) = (1, 2) 0 0 1 1 0 0 0 0

(i, k) = (1, 1) 1 0 1 0 0 0 0 0

(i, k) = (1, 2) 0 1 0 1 0 0 0 0

(i, j) = (2, 1) 0 0 0 0 1 1 0 0

(i, j) = (2, 2) 0 0 0 0 0 0 1 1

(i, k) = (2, 1) 0 0 0 0 1 0 1 0

(i, k) = (2, 2) 0 0 0 0 0 1 0 1

(j, k) = (1, 1) 1 0 0 0 1 0 0 0

(j, k) = (1, 2) 0 1 0 0 0 1 0 0

(j, k) = (2, 1) 0 0 1 0 0 0 1 0

(j, k) = (2, 2) 0 0 0 1 0 0 0 1

となる．

3 Graver 基底

Zt 上の半順序 ⊑ を次のように定義する．任意の
u, v ∈ Zt に対して，

u ⊑ v ⇔ |ui| ≤ |vi|かつ uivi ≥ 0 ∀i = 1, . . . , t

とする．s × t 行列 A の Graver 基底 G(A) とは
kerZ(A) = {x ∈ Zt|Ax = 0} の元で ⊑ に関して極
小なもの全体である．

M(A) ⊂ G(A) が成り立つ [8]ので，分割表の検定を

するには Graver 基底を計算出来れば良い．Graver 基

底を計算するアルゴリズムは存在するものの計算時間

がかかり過ぎる．本論文では Graver基底がどの程度複

雑になるのかという問題を扱う．

4 Graver complexity

Santos and Sturmfels [7]では complexity という量

を導入している．Hoşten and Sullivant [6]では Santos

and Sturmfels [7] の結果を一般化し，h 次 Lawrence
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lifting

[A,B](h) =


A 0 0 . . . 0
0 A 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

0 0 0 . . . A
B B B . . . B


の Graver 基底を調べている．分割表の言葉で述べる

と，これは一つの変数を選んでその分類数 h を増加さ

せ，他の変数の分類数が一定である時，Graver基底が

どのように変化するのかということを調べている．
行列 A，B のGraver complexity g(A,B)を

g(A,B) = sup

{0} ∪

 type(x) x ∈
∪
h≥1

G
(
[A,B](h)

)


と定義する．hが Graver complexity g = g(A,B)を超

えるとそのGraver基底は，より小さい hのGraver基底

を並べ替えただけのものとなる．Hoşten and Sullivant

[6]では Graver complexity g を実際に計算するアルゴ

リズムを与え，g < ∞を示した．t× t単位行列を It と

書き，A(h) = [A, It]
(h)，g(A) = g(A, It)とする．

例えば，行列 (1, 1, 1) の r 次 Lawrence lifting に対

して，さらにその行列の q 次 Lawrence lifting を取っ

た行列 ((1, 1, 1)(r))(q) は q× r× 3 分割表の無 3因子交

互作用モデルに対応する行列である．gを (1, 1, 1)(r) の

Graver complexityとすると，q > gの時，q× r× 3 分

割表の無 3因子交互作用モデルの Graver基底はより小

さい m × r × 3 分割表 (m ≤ g) の Graver基底を使っ

て書ける．

5 g((1t)
(r))の評価

ここまで述べたように，Graver complexity は重要

な量で，Graver complexity を計算するアルゴリズム

も与えられているが，実際に計算することは小さい

サイズの行列に対しても難しい場合がほとんどであ

る．Hemmecke and Nairn [5]では Graver complexity

g((1, 1, 1)(r)) を下から評価し，

g((1, 1, 1)(r)) = Ω(2r) (r → ∞)

を得ている．

本論文では式 (1)を一般化し，任意に t ≥ 4を固定し

1× t行列 1t = (1, 1, . . . , 1)に対して，

g((1t)
(r)) = Ω((t− 1)r) (r → ∞)

を得た．式 (1)について詳細に書き下し，以下のように

定理としてまとめる．

定理 5.1 r ≥ t ≥ 4とする．

g(1
(r)
t ) ≥ (t− 1)r−t(bt +

1

t− 2
)− 1

t− 2
(1)

が成立する．ここで，

bt = (t− 2)!

(
15 +

t−4∑
i=1

i+ 4

(i+ 2)!

)

であり，任意の数列 {Si}∞i=1 に対して
∑0

i=1 Si = 0と

する．

評価式の証明の概略を以下に述べる．ある h ≥ 1 と

x ∈ G(A(h)) が存在して，type(x) = h を満たせば，

g(A) ≥ hが成り立つ．Hemmecke and Nairn [5]では

type(x4
3) = 27 を満たす x4

3 ∈ G((1(4)
3 )(27)) を計算機

を使って計算した．本論文では Berstein and Onn [3]

の手法を拡張して，x4
3 から帰納的に type が増大する

xr
t ∈ G((1(r)

t )(type(x
r
t ))) を構成する手法を提案した．し

たがって，g((1
(r)
t )) ≥ type(xr

t ) が成り立つ．

g(1
(r)
t ) の下界は式 (1) よりも厳しい値を取ることが

でき，例えば g(1
(r)
t ) ≥ 68 となることがわかってい

る．また，g(1
(r)
t ) の上界も知られているが，式 (1) と

のギャップが大きい．g(1
(r)
t )の値が実際にどの程度に

なるのかという問題は今後の課題である．

参考文献

[1] 4ti2 team. 4ti2—a software package for algebraic, ge-
ometric and combinatorial problems on linear spaces.
Available at http://www.4ti2.de/.

[2] Satoshi Aoki and Akimichi Takemura. Minimal basis
for a connected Markov chain over 3 × 3 × K con-
tingency tables with fixed two-dimensional marginals.
Australian & New Zealand Journal of Statistics,
Vol. 45, No. 2, pp. 229–249, 2003.

[3] Yael Berstein and Shmuel Onn. The Graver complex-
ity of integer programming. Annals of Combinatorics,
Vol. 13, No. 3, pp. 289–296, 2009.

[4] Persi Diaconis and Bernd Sturmfels. Algebraic al-
gorithms for sampling from conditional distributions.
The Annals of Statistics, Vol. 26, No. 1, pp. 363–397,
1998.

[5] Raymond Hemmecke and Kristen A. Nairn. On the
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