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1 はじめに

モデル検証とは，統計モデルを用いてデータを解析す

る際，データに統計モデルが適合していないならばそれ

を検出するための手法のことを指す．モデル検証は解

析の初期で，統計モデルを試行錯誤しながら設定する段

階で，仮定したモデルの問題点を発見することを目的と

する．そのために，問題点に対応する統計量 T を用意

し，観測された値が大きければ問題と判断する．

問題と判断する値の基準に p値を用いることとする．

モデルが正しいとしたとき，p値は [0, 1]上の一様分布

に従うことが求められる．単純にパラメータを推定し

た場合にはこの性質が壊れることが指摘されており，部

分事後予測分布を用いることが提案された [1]．一般的

な性質も，[2] によって Op(1) の評価で示されている．

しかし，部分事後予測分布を計算する際，どのような事

前分布を選ぶべきかは明らかにされていない．

本発表では，部分事後予測分布による p値を漸近展開

することによって選ぶべき事前分布を調べた結果を説

明する．

2 モデル検証と部分事後予測分布による p値

2.1 モデル検証における p値の問題

モデル検証において p値を求める際，モデルは確率分

布の集合であるため，どのような確率分布を用いるか自

明ではない．χ2 統計量による検定のように，パラメー

タに依存しない漸近分布を持つ統計量を用いる場合に

は問題がないが，ここではそうでない統計量に対しても

p値を計算することを目的とする．

2.2 部分事後予測分布による p値

部分事後予測分布による p 値を定義する．ここから

検証したいモデルの確率密度関数を f(x; u)(uがモデル

のパラメータ)，検定統計量を T = t(X)，X,T の観測

値を xobs, tobs で表すこととする．

事前分布 π(u)を定める．このとき部分事後予測分布

による p値 pppp(xobs)は以下で表される．

pppp(xobs):=
∫

1{t(x)≥tobs}(x)f(x;u)π(u|xobs\ tobs)dudx,

ただし，π(u|xobs \ tobs) は，T に関する条件付き分布

の事後分布である以下の分布である．

π(u|xobs \ tobs) :=
f(xobs|tobs, u)π(u)∫

f(xobs|tobs, u′)π(u′)du′

条件付き分布を用いることで，T に関する情報を除いて

uを推定することを意図している．

3 漸近展開

モデルが (m + 1,m)次元曲指数型分布族であり，検

定統計量が指数型分布族の十分統計量の滑らかな関数

である場合を調べた．[3]の推定量の漸近展開を参考に

している．発表では，検定統計量の期待値がモデルのも

とで 0 である場合について説明する．指数型分布族の

確率密度関数を g(x;u, t) で表す．t = 0 で仮定したモ

デルを表すこととする．

まず，観測値が固定された元での pppp(xobs) を近似

した．予測分布の漸近展開については [4] を参考にし

た．そこで得られた pppp(xobs)が，xobs ∼ f(x;u0) =

g(x; u0, 0)のもとでどのような挙動を示すか調べた．

得られた pppp(xobs) の展開より，pppp(xobs) = 1 −
Φ(t̃∗obs)+o(N−1)なる T̃ ∗を求めた．T̃ ∗は事前分布に

依存する．T̃ ∗が標準正規分布に従うならば，pppp(xobs)

が一様分布に従う．T̃ ∗ が標準正規分布に従う条件とし

て，以下を得る．

定理 3.1

π∗ を，事前分布を Jeffreys prior で割った量として次

で定義する．

π∗(u) =
π(u)

|gab(u)| 12

このとき，xobs ∼ f(x;u0)のもとで，p値が一様分布に

従う十分条件は，以下で書ける．アインシュタイン規約

を用いている．{
(∂a∂b log(gtt(u0))) −

0

Γ abc(u0)gcd(u0)∂d log(gtt(u0))

+(∂a log(gtt(u0)))(∂b log(π∗(u0)))
}
gab(u0) = 0

(1)

ただし，gab，gtt は Fisher情報行列であり，gab(u)は
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gab(u)の逆行列，Γ0
abc(u)は接続係数である．

gαβ(u) := E[∂αlog g(X;u, t)∂β log g(X; u, t)]
0

Γ abc(u) := E
[{

∂a∂b log g(X;u, t)

+
1
2
∂a log g(X;u, t)∂b log g(X;u, t)

}
∂c log g(X; u, t)

]
以下のことが分かった．

• O(N− 1
2 ) の評価では，事前分布に依存せず一様分

布に従っていると言える．

• O(N−1)の評価では，式 (1)を満たす π∗ により π

を定めれば，一様分布に従うと言える．

• 式 (1)の条件は，gtt(u)により書かれている．これ

は，事前分布を検証統計量の性質に応じて選ばなけ

ればならないことを意味する．

4 具体例における p値の漸近展開と，適切な
事前分布

次のような階層モデルを考える．ただし σ2
0 は既知と

する．

X1i
i.i.d.∼ N(θ1i, σ

2
0)

X2j
i.i.d.∼ N(θ2j , σ

2
0)

θ1i
i.i.d.∼ N(µ, τ2) i = 1, . . . , N

θ2j
i.i.d.∼ N(µ, τ2) j = 1, . . . , N

検定統計量を次のように置く．

T :=
∣∣∣ 1
N

N∑
i=1

X1i −
1
N

N∑
j=1

X2j

∣∣∣
この検証統計量はモデルのもとで期待値がパラメータ

に依存する．しかし，T ′ = 1
N

∑N
i=1 X1i− 1

N

∑N
j=1 X2j

を用いた p 値を p′(xobs) とすると，p(xobs) = 1 −
2|p′(xobs) − 1

2 | と書ける．よって p′(xobs) が一様分布

に従えば，p(xobs)も一様分布に従う．T ′ はモデルのも

とで期待値が 0であるので，p′(xobs)が一様分布に従う

条件は式 (1)により得られ，それに基づき事前分布を選

択することができる．

式 (1)より， 事前分布を

π(µ, τ2) = (τ2 + σ2
0)−1

と選ぶと，部分事後予測分布による p値は Op(N−1)の

評価で一様分布に従う．(µ0, τ
2
0 ) = (10, 10)のもとで発

生させたサンプルに対して部分事後予測分布による p

値とその近似を計算し，その経験累積分布関数を示す．

図 1に，事前分布を πJ(µ, τ2) = (τ2 + σ2
0)−

3
2 (Jeffreys’

prior)，πr(µ, τ2) = (τ2 +σ2
0)−1 としたときの結果でを

示す． グループ数が少ないとき，事前分布を πr として
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図 1. 部分事後予測分布による p 値のヒストグラム

(繰りかえし 10000 回，N = 3，左：事前分布

πJ，右：事前分布 πr)

計算した p 値のほうがより一様分布に近いことが見て

取れる．

5 結論と今後の課題

モデルが曲指数型分布族であり，統計量が十分統計量

の滑らかな関数である場合について，部分事後予測分布

による p値の漸近展開を導出した．その結果を用いて，

事前分布を検定統計量に応じて定めることにより，より

一様分布に近い分布に従う p 値を計算することが可能

となった．

今後の課題としては，まず，式 (1)を満たす事前分布

を求める方法を見つけることが求められる．また，統計

量としてサンプルの最大値，最小値を用いる場合がよく

研究されているため，その場合にも本研究と対応する結

果を導くことが必要と考える．
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