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1 はじめに

連立一次方程式の反復解法において, Krylov 部分空

間法が優れた枠組みとして知られている. その中でも,

Bi-CGSTAB(s) 法 [2], ML( s)BiCGSTAB法 [4], IDR(s)

法 [3] が,近年注目されている. この 3つの手法は,既存

の手法と比べて理論上の計算量が少ないという点で優

れており,既存の Lanczos原理に基づく方法では,高々

2N 回の行列ベクトル積の演算を行えば,真の解に収束

する保証があったが,これら 3つの方法は N + N/s回の

行列ベクトル積の演算で収束する保証がある. よって,

s≥ 2と選ぶことにより,理論上,より高速に収束するこ

とが分かり,実際に数多くの数値例において既存手法よ

り高速に解が得られることが確かめられている.

ただ, 3つの手法に共通する問題点として,加速多項式

の次数が 1であることが原因で,係数行列が歪対称に近

い問題に対して収束性が悪化することが知られている.

本発表では, 高次の加速多項式かつ高速性

(行列ベクトル積 N + N/s 回) を兼ね備えた 3

つの手法 GBi-CGSTAB(s, L) 法, Bi-CGSTAB(s, L)

法, ML(s)BiCGSTAB(L) 法を提案することによ

り, この問題に解決を与える. Bi-CGSTAB(s, L)

法, ML(s)BiCGSTAB(L) 法は, それぞれ Bi-CG(s),

ML( s)BiCGに L 次の加速多項式を付加することによ

り導いた. GBi-CGSTAB(s, L) は, 高次の shadow resid-

ualを持つ Bi-CGを新たに定義した上で (GBi-CG(s)),

L次の加速多項式を付加を行うことにより導いた. さら

に, 3つの提案手法が genericな条件下で収束まで破綻

しないことを示した. また,数値実験により提案手法の

有用性を確認した.

2 既存研究 : Bi-CG法と Bi-CGSTAB(L)法
2.1 Bi-CG

Bi-CG において, 残差ベクトルは, 以下の漸化式に

よって更新される:

rk+1 = rk − αkAuk ⊥ r̃k,

r̃k+1 = r̃k − αkA∗ũk,

uk+1 = rk+1 − βk+1uk such thatAuk+1 ⊥ r̃k,

ũk+1 = r̃k+1 − βk+1ũk.

(1)

ただし, rk+1 = rk − αkAuk ⊥ r̃kは,更新後の残差 rk+1が
r̃k と直交するように,係数 αk を決めることを意味する.

このような局所的な直交性を繰り返すことにより,ベク

トル rk, Aukは以下のような大域的な直交性を得る.
命題 1 もし係数 αk, βkの決定において,破綻が起きなけ

れば, rk,Auk ⊥ Kk(A∗, r̃0)が成り立つ.

2.2 Bi-CGSTAB(L) [1]

Bi-CG法の拡張として, Bi-CG法の残差ベクトルに

L 次の加速多項式を付加して安定化を行うアルゴリズ

ムとして, Bi-CGSTAB(L) が知られている. 以下におい

て,その説明を行う. k = mLにおいて,まず L次の多項

式 pi (i = 1,2, ...,m) を定義して,加速多項式 Qk をそれ

らの積:Qk ≡ p1p2...pmと置く. また,ベクトル rB
k , uB

k−1

は, Bi-CGにおける rk, uk−1 とする. Bi-CGSTAB(L)は,

1反復において現在のベクトル QkrB
k , QkuB

k−1から,新た

なベクトル Qk+L rB
k+L, Qk+LuB

k+L−1 を生成する. 詳細に関

しては [1] を参考にされたい.

3 本研究

予稿においては, 提案する 3 つの手法のうち GBi-

CGSTAB(s, L)法についてのみ触れる.

3.1 GBi-CG(s)

ここでは, Bi-CGの shadow residualを,高次に一般化

したものを考える. shadow residualの一般化とは, N × s

のフルランク行列 R̃0 に対して, rk ⊥ Kk(A∗, R̃0) を満た

す残差の更新を意味する.
Bi-CG(s)法 [2]と同様に, shadow residualの高次化に
伴って, 補助ベクトルを高次に拡張した上で, 補助ベク
トルを反復ごとに入れ替えることにより,以下のアルゴ
リズム (GBi-CG(s))が導かれる:

GBi-CG(s)アルゴリズム

1. setx0 and calculater0 = b− Ax0

2. sets× s matrix U0 = [ r0,Ar0, ...,As−1r0]

3. k = 0

4. while ||rk|| > ε
5. rk+1 = rk − AUkαk ⊥ R̃k

6. xk+1 = xk + Ukαk

7. Uk+1e1 = rk+1 − Ukβ
(1)
k+1 such thatAUk+1e1 ⊥ R̃k

8. v = AUk+1e1

9. for j = 2, ..., s

10. setU ( j)
k

= [ rk+1,AUk+1e1, ...,AUk+1ej−2,Ukej , ...,Ukes]

11. Uk+1ej = v− U ( j)
k β

( j)
k+1 such thatAUk+1ej ⊥ R̃k

12. v = AUk+1ej

13. end For

14. k = k + 1, setR̃k = Qk(A∗)R̃0
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15. end while

また, 上記のアルゴリズムに対して以下の性質が言

える:
命題 2 σk := R̃∗kAUk, σ

( j)
k := R̃∗kAU( j)

k と定義する. また,

U′kを N× sの行列で, U′k := [rk,AUke1, ...,AUkes−1]と定

義した時, σ′k := R̃∗kU
′
k を新たに定義する. この時, i < k

となる, σi , σ
′
i , σ

( j)
i ( j = 2, ..., s) が正則であるならば, (i)

アルゴリズムは k反復まで破綻せず, (ii) rk, AUkej ( j =

1, ..., s) ⊥ Kk(A∗, R̃0)が満たされる.

3.2 GBi-CGSTAB(s, L)

Bi-CGSTAB(L) の構造を利用することにより, GBi-

CG(s)法から GBi-CGSTAB(s, L)が導かれる.

Bi-CGSTAB(L)と全く同様に, k = mLにおいて,加速

多項式を Qk ≡ p1p2...pmと定義する. ここで,ベクトル

rGB
k と行列 UGB

k−1はそれぞれ, GBi-CG(s)における,残差

ベクトル rkと s本の補助ベクトル Uk−1とする.

GBi-CGSTAB(s, L) は, 1 反復において現在の

QkrGB
k , QkUGB

k−1 から, 次のベクトル Qk+L rGB
k+L と, 行列

Qk+LUGB
k+L−1を生成する. 詳細は省略する.

3.3 動作保証

今回提案する 3つのアルゴリズムについて,以下の命

題が成り立つ :
命題 3 GBi-CGSTAB(s, L)法, Bi-CGSTAB(s, L)法,

ML( s)BiCGSTAB(L)法は genericな条件下において,収

束まで破綻しない.

この命題によって, 初期の shadow residualをランダム

に選ぶことでアルゴリズムが確率 1で収束まで破綻せ

ずに動く保証が得られた.

4 数値実験

ここでは, 2つの数値例を紹介する. 解法としては既

存の手法 Bi-CGSTAB(L), ML(s)BiCGSTAB,提案手法

の GBi-CGSTAB(s, L) を用いて, s = L = 3と設定して

実験を行った. 一つ目は 3次元対流問題で出てくる以下

の偏微分方程式について,境界が [0,1]× [0,1]× [0,1]の

ディリクレ条件の下で離散化を行った際に出てくる,以

下の連立一次方程式を扱う:

uxx + uyy + uzz+ 1000ux = F.

ただし u(x, y, z) = exp(xyz) sin(πx) sin(πy) sin(πz)を満た

すように, 関数 F を決定した. 適切な条件下で離散化

することで, 125000× 125000の連立一次方程式を得た.

実験結果は図 1のようになった. 実験結果より,この具

体例においては,加速多項式を高次に取ることが非常に
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図 1. s = L = 3と設定した, 3つの手法の比較 (数値

例 1)
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図 2. s = L = 3と設定した, 3つの手法の比較 (数値

例 2)

効果的であることが分かり, GBi-CGSTAB(3,3)は Bi-

CGSTAB(3)と同様の収束性を持つことが分かった. 2つ

目の数値例としてはmatrix marketより raefsky2を用い

た. 右ベクトルは解の要素がすべて 1になるよう設定し

た. 結果は図 2のようになった. 実験結果より,この具体

例においては GBi-CGSTAB(3,3)が ML(3)BiCGSTAB

が同程度の収束性であり, Bi-CGSTAB(3)がそれより少

し劣ることが分かる. この 2つの結果から,提案手法の

収束性は 2つの既存手法の,良い方の収束性に一致する

ことが分かる.
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