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概要

本論文では非対称正規分布のフィッシャー計量から読み

取れる漸近的な性質を導出する．そして，最尤法を行うと

きの問題点に触れ，幾何的に意味のある再パラメータ化を

提案する．また，非対称正規分布を拡張した多変量の分布

に関してもフィッシャー計量と 3 次のキュムラントを中

心に議論する．

1 非対称正規分布とその性質

非対称正規分布は Azzalini(1985) が提唱した正規分布

を含む確率分布である．形状パラメータにより正規分布以

上に柔軟なデータの当てはめができるだけではなく，正規

分布と類似した性質を持つため解析的に扱いやすい確率分

布として近年注目されている．

一変量の非対称正規分布の密度関数を次の式で定義す

る．ただし，ξ は位置パラメータ，σ は尺度パラメータ，

λ ∈ R は「ひずみ」を表現する形状パラメータ，ϕ(x) は

標準正規分布の密度関数，Φ(x) は標準正規分布の分布関

数を表すとする．
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確率分布の特徴を見極めたい場合にはフィッシャー情報

行列の形をみることが有用である．実際に非対称正規分布

のフィッシャー情報行列を計算すると，λ → 0，λ → ∞
付近の分布の挙動がわかる．特に，λ → 0 としたときは

フィッシャー情報行列が特異行列になる．このことは最尤

法による未知パラメータの推定が正確にできなくなること

を示唆する．

2 分布族の長さと漸近挙動

λについてフィッシャー計量ではかったときの分布族の

長さを議論する．また，λ → 0，λ → ∞におけるフィッ
シャー情報行列の振る舞いを述べる．簡単のため，ξ = 0，

σ = 1の場合を扱う．以下の 2つの定理は事前分布をジェ

フリーズの事前分布とした場合の分布の特徴である．こ

れらはフィッシャー計量ではかった分布族の長さに対応

する．

定理 2.1 λ = −∞ から λ = ∞までの長さは有限であり，
ξ，σ を固定したもとでジェフリーズの事前分布の全積分

は有限になる：∫ ∞

−∞

√
I(1, 0, λ)33dλ < ∞

定理 2.2 ξ，λを −∞から∞, σ を 0から∞まで動かし
たときジェフリーズの事前分布の全積分は無限になる：∫∫∫ √

det I(ξ, σ, λ)dξdσdλ = ∞

次に λ → 0，λ → ∞付近の挙動に関する次の 2つの定理

を述べる．この定理から各パラメータの挙動と収束速度が

わかる．

定理 2.3 フィッシャー行列の各要素について λ → 0とし

たときの漸近展開を以下に示す：

I(0, 1, λ)11 = 1 + O(λ2), I(0, 1, λ)12 = −
√

2
π

λ + O(λ2)

I(0, 1, λ)13 =

√
2
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+ O(λ2), I(0, 1, λ)22 = 2 + O(λ2)

I(0, 1, λ)23 = − 2
π

λ + O(λ2), I(0, 1, λ)33 =
2
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となる.

定理 2.4 フィッシャー行列の各要素について λ → ∞ と
したときの漸近展開を以下に示す：

I(0, 1, λ)11 = O(λ), I(0, 1, λ)12 = O(1)

I(0, 1, λ)13 = O
( 1
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)
, I(0, 1, λ)22 = 2 + O

( 1
λ

)
I(0, 1, λ)23 = O

( 1
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)
, I(0, 1, λ)33 = O

( 1
λ3

)

3 パラメータ変換方法の提案

非対称正規分布のパラメータ ξ，σ，λ を解析のしやす

いパラメータに置き換えることを目的とする．未知のパラ
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メータをデータから推定するときに，最尤法では対数尤度

関数が最大になるようにパラメータを推定する．しかし，

λ → 0 のときの非対称正規分布のようにフィッシャー情

報量が特異行列になってしまう場合にはパラメータ間の区

別がつきにくくなり正確な推定が行えなくなる．そのた

め，本研究では λ → 0 付近でも完全にパラメータが直交

するようにパラメータのとり方を工夫する．

各パラメータのスコアベクトルが λ = 0 付近でも直交

するような再パラメータ化として次の定理を紹介する.

定理 3.1 パラメータ変換前後のパラメータである

(ξ, σ, λ) と (ξ̄, σ̄, γ̄) の関係を次のようにすると，各パラ

メータ ξ̄，σ̄， γ̄ は互いに直交する．
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)
実際に λ → 0 のもとで I(ξ̄, σ̄, γ̄) を計算すると非特異

行列になっており，問題は解消されたことがわかる．

4 一般化非対称球面分布と 3次のキュムラント

一変量の非対称正規分布は次の式で定義される k 変量

一般化非対称球面分布に拡張されている．ただし，fk は

k 次元球面分布の密度関数，Qは任意の z ∈ Rk に関して

Q(z) > 0，Q(−z) = 1−Q(z)を満たすひずみを表現する

関数とする．

f(z|Q) = 2fk(z)Q(z), z ∈ Rk

一般化非対称球面分布の 3 次のキュムラントに着目す

る．通常，多変量解析において変数間の交互作用を検出す

る場合には解析上の利点から多変量正規分布の仮定をお

く．しかし，多変量正規分布の 3次のキュムラントが存在

しないため，多変量正規分布の仮定では 3変数以上の交互

作用を検出することができない．本論文では 3 次キュム

ラントが存在する一般化非対称球面分布の例をあげる．

一般化非対称球面分布として g(z)を定義する．ただし，

z = (z1, z2, z3)′，ϕ3(z) を 3 変量標準正規分布の密度関

数，θ はひずみを表現する形状パラメータとする．

g(z) = 2ϕ3(z)
(1

2
+ θ sin z1 sin z2 sin z3

)
この確率分布の 3 次のキュムラントを求めると次のよう

になる．

定理 4.1 一般化非対称球面分布 g(z)の 3次のキュムラン

ト cu(θ)は，

cu(θ) = 2e−2/3θ

となる．

ここであげた一般化非対称球面分布は多変量正規分布の仮

定ではできなかった 3 変量の交互作用を表現することが

可能である．

5 結論と今後の課題

本研究では，形状パラメータに着目して非対称正規分布

のフィッシャー情報行列の漸近的な挙動を調べた．収束の

速度や非対称正規分布が半正規分布や正規分布になる付近

でどのような振る舞いをするのかを確認した．また，非対

称正規分布のフィッシャー計量ではかった分布族の距離が

有限になることを示した．

最尤法による未知パラメータの推定を行う際のフィッ

シャー情報量行列の形から生じる問題点に注目した．従来

の方法より直感的に分かりやすい，パラメータを直交化す

るという方法でパラメータ変換を行い問題を解決した．今

後の課題としては多変量への拡張があげられる．提案した

方法では微分方程式を解くといった解析的に難しい手順を

踏まなければならないため，簡単に多変量に拡張すること

ができないと思われる．

多変量に拡張した一般化された非対称球面分布の 3 次

のキュムラントを求めた．これは 3 次以上のキュムラン

トが存在しない多変量正規分布とは大きく異なる性質であ

る．そのため，非対称球面分布族が多変量正規分布以上の

交互作用項の検出に利用できる可能性があることを示唆し

ている．実際に交互作用項を検出する具体的な手順やプロ

グラムの作成が今後の課題といえる．
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