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1 はじめに

一般に多次元積分を精度良く行うには, 次元に指数関数的に
増加するサンプル点が必要となり, curse of dimension (次元
の呪い) といわれている. これを回避する方法として，近年，
Sparse Grids数値積分法といわれる方法が注目を集めている.
この Sparse Grids数値積分法では, 1次元の積分公式の直積か
ら得られる公式 (直積公式とよばれる)の分点を適切に間引い
て積分公式を構成する．基礎になる１次元積分公式としては，

台形則, Clenshaw-Curtis積分公式, Gauss-Patterson積分公式
等が用いられる．本研究の成果は主に 3つある. 1つ目は, 直積
型公式, Good Lattice Points法, Sparse Grids数値積分法の比
較をクラス P(d)(r, C), クラス E(d)

α に属する関数に対して, 実
験的に行ったことである. 2つ目の成果は, Sparse Grids数値積
分法の誤差に関係する (∆k1 ⊗· · ·⊗∆kd

)f の値の上限を与える
定理を, クラス P(d)(r, C), クラス E(d)

α の場合に示したことで

ある. 3つ目の成果は, Sparse Grids数値積分法の概念を拡張し
た, 拡張 Sparse Grids数値積分法の導入し,クラス P(d)(r, C) ,
E(d)

α に属する関数に対して有効な拡張法を提案し, 実験的にも
有効性を確かめたことである.

2 多次元数値積分

Sparse Grids数値積分法を説明する前に, まず多次元数値積
分の一般的な説明を行う. まず, 関数 f(x) ∈ F のΩ = [−1, 1]d

上での積分,

I(d)f =
∫

Ω

f(x)dx

について考える. 次に,サンプル点xli = (xl1i1 , . . . , xldid
) ∈ Rd,

wli ∈ Rを xli の重みとして, この積分をレベル l ∈ N, サンプ
ル点数 n

(d)
l で数値積分を行ったものを,

Q
(d)
l f =

n
(d)
l∑

i=1

w
(d)
li f(xli)

とすると, この数値積分に対する誤差 E
(d)
l f は,

E
(d)
l f = |I(d)f − Q

(d)
l f |

と書ける. また, サンプル点集合 Γ(d)
l とする. 特に,

Γ(d)
l ⊂ Γ(d)

l+1

を満たす場合, サンプル点集合は入れ子上になっているという.
今後特に断りがない場合は, サンプル点集合は入れ子上になっ
ているとする. サンプル点集合が入れ子上にあることが, Sparse
Grids数値積分法で数値積分する際にサンプル点数を減らす役
割を果たし, 重要である. また, レベル lはサンプル点数の多さ

の度合いの指標であり, nl < nl+1 が成り立つ.

3 Sparse Grids数値積分法

Sparse Grids数値積分法を用いた数値積分の形式的表現につ
いて説明する. 関数 f のレベル lでの１次元数値積分値 Q

(1)
l f

は,

Q
(1)
l f =

n
(1)
l∑

i=1

w
(1)
li f(xli)

と書ける. ただし, Q
(1)
0 = 0とする. またレベル k とレベル

(k − 1)の数値積分の値の差∆kf は,

∆kf = (Q(1)
k − Q

(1)
k−1)f

と書ける. Smolyakは [3]において, d次元の Sparse Grids数
値積分法 A(q, d),

A(q, d)f =
∑

|k|1≤q

(∆k1 ⊗ . . . ∆kd
)f (1)

を導入した. 実際の数値積分値は,

A(q, d)f =
∑

|k|1≤q

mk1∑
j1=1

· · ·
mkd∑
jd=1

wkjf(xkj) (2)

から得られる. 次に重みとサンプル点集合について説明する.
サンプル点集合が入れ子上になっている時, １次元数値積分に
おいて, レベル l とレベル (l − 1)のサンプル点集合の差 Θ(1)

l

は,
Θ(1)

l = Γ(1)
l \ Γ(1)

l−1

1



と書ける. Γ1
0 = ϕとし, Θ(1)

l の要素数をml とする. d次元の

Sparse Grids数値積分法で現れるサンプル点集合 Γd
q はΘ(1)

ki
の

直積で書けて,

Γd
q =

∪
|k|1≤q

Θ(1)
k1

× · · · × Θ(1)
k1

となる.
重み wkj は, p ∈ Nd として,

wkj =
∑

|k+p|1≤q

v(k1+p1)j1 ...v(kd+pd)jd

v(k+p)j =

w
(1)
kj if p = 0

w
(1)
(k+p)r − w

(1)
(k+p−1)s otherwise

と計算できる. ただし, xkj = x(k+p)r = x(k+p−1)s とする. サ
ンプル点集合を疎（Sparse）にしている本質的部分は, |k|1 ≤ q

である. kのノルムの取り方は他にも考えられる. ∆k は k に

関して単調に減少することが期待されるから, Sparse Grids数
値積分法の形式的表現, 式 (1)の (∆k1 ⊗ . . . ∆kd

)f も |k|1に対
して単調に減少することが期待される.

4 拡張Sparse Grids数値積分法

従来の Sparse Grids 数値積分法の基本的なアイデアは,
(∆k1 ⊗ · · · ⊗ ∆kd

)f を |k|1 ≤ q 上で足し合わせることであ

る. しかし, kの集合の取り方は他にも考えられるはずである.
そこで, 拡張 Sparse Grids数値積分法を以下のように定義する.

定義 1 集合 S を Zd
+ の部分集合とする. 積分値 I(d)f を∑
k∈S

(∆k1 ⊗ · · · ⊗ ∆kd
)f, (3)

の値で近似することを拡張 SparseGrids数値積分法という.

集合 S をどのように選ぶかが問題となるが, 関数のクラスが
Pd(r, C), E(d)

α の場合には, (∆k1 ⊗ · · ·⊗∆kd
)f の値を考えるこ

とにより, 合理的な S を取ることができる.

4.1 f ∈ Pd(r, C)に対する拡張 Sparse Grids

定義 2 n > 1, C > 0とし, f(x)が, 絶対収束する d次元のフー
リエ級数 f(x) =

∑
h ch exp(2πix · h) に展開可能で, そのフー

リエ係数 ch が, h̄ = max(1, |h|) を用いて,

|ch| ≤ C|h̄1h̄2 . . . h̄d|−r (h ̸= 0)

とかけるとき, f(x)の族を Pd(r, C)とする. また,

b(d)
r (x) =

∑
h∈Zd

1
(h̄1 . . . h̄d)r

exp(2πih · x),

とする.

このクラスの関数に対して, (∆k1 ⊗ · · · ⊗ ∆kd
)f の値に関する

定理を本研究で示した.

定理 1 d次元関数 f ∈ Pd(r, C)の台形則に基づく SparseGrids
数値積分法を利用した時,

|(∆k1 ⊗ · · · ⊗ ∆kd
)f | ≤ C · |(∆k1 ⊗ · · · ⊗ ∆kd

)b(d)
r | (4)

が成り立つ. ただし, ki ≥ 2, i ≤ dとする.

定理 1 より, 定義 1 の S を S = {k||k|1 ≤ q} とすることが,
ki ≥ 2 で合理的であることがわかった. しかし, ki = 1の場合
には S = {k||k|1 ≤ q}とするのが良いかはわからない. そこ
で, 経験的知見から S = {k||k|1 ≤ q, ki ≤ q − 3}とする拡張
Sparse Grids数値積分法を提案した. 実験的にこの拡張 Sparse
Grids数値積分が従来の Sparse Grids数値積分法より, 精度良
く計算できることを実験的に確かめた.

4.2 f ∈ E (d)
α に対する拡張 Sparse Grids

定義 3 f(x)が絶対収束する d次元のフーリエ級数に展開可能

で, f(x) =
∑

h ch exp(2πix · h) と書けて, そのフーリエ係数
ch が,

|ch| ≤ e−α(|h1|+···+|hd|)

と書ける時, f の族を E(d)
α とする. また,

fα =
∑
h

e−α(|h1|+···+|hd|) exp(2πix · h)

とする.

このクラスの関数に対しても, (∆k1 ⊗ · · · ⊗ ∆kd
)f の値に関す

る定理を本研究で示した.

定理 2 d次元関数 f ∈ E(d) の台形則に基づく SparseGrids数
値積分法を利用した時,

|(∆k1 ⊗ · · · ⊗ ∆kd
)f | ≤ C · |(∆k1 ⊗ · · · ⊗ ∆kd

)fα| (5)

が成り立つ. ただし, ki ≥ 2, i ≤ dとする.

また, E(d)
α に対する, 合理的な集合 S を提案し, その S に基づ

く拡張 Sparse Grids数値積分法が, 従来の Sparse Grids数値
積分法より, 精度良く計算できることを実験的に確かめた. ま
た, Clenshaw-Curtis法が Sparse Grids数値積分に向かないこ
とも, (∆k1 ⊗ · · · ⊗ ∆kd

)f の値を実際に計算し, 等高線を見る
ことで確かめられた.
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