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1 背景と目的

大規模な問題を解く上で, 並列計算は重要である. しかし
並列プログラムを構成することは逐次プログラムに比べて

難しいため, 並列プログラミングは敷居が高い. この問題
を解決する手法のひとつとして, 逐次プログラムの並列化
に関する研究がこれまで行われてきた.
プログラムの並列化に関する定理として, 第三準同型定
理 [1]がある. この定理はある特定の形で定義された逐次
プログラムが並列化可能であることを示している. しかし,
第三準同型定理は並列化可能であるということを示すのみ

で, その並列化をどのように自動的に行うかということに
ついては知られていなかった.
そこで本論文では, 第三準同型定理に基づいた自動的な
並列化手法を提案する. 我々の手法は元の関数の右逆元で
ある右逆関数を用いるものである. その右逆関数を用いる
ことによって, 第三準同型定理に基づいた並列化を自動的
に行うことができる. 本論文では右逆関数を自動的に導
出する手法を提案し, その上で第三準同型定理を用いた並
列化が自動的に行えることを示す. また, 右逆関数の導出
を用いた自動並列化システムの実装を与え, その有効性を
示す.

2 リスト処理関数と並列化定理

本論文の記法は関数型言語 Haskell に基づく. まず, リス
トを処理する関数として, 3 種類の関数定義の方法につい
て説明する.

定義 2.1 (左方向関数). 関数 h が, ある関数 f と演算子

⊕を用いて
h [a] = f a

h ([a] ++ x) = a ⊕ h x

と定義できる時, hは左方向関数である.

定義 2.2 (右方向関数). 関数 h が, ある関数 f と演算子

⊗を用いて
h [a] = f a

h (x ++ [a]) = h x ⊗ a

と定義できる時, hは右方向関数である.

ここで演算子 ++ はリストの連結を表す演算子である.
これらの関数はパターンマッチを用いて定義されており,
それぞれリストを先頭, および末尾から走査している. こ
の走査は順番に行われる必要があるため, このままでは効
率的にリストを並列処理できない.

定義 2.3 (リスト準同型). 関数 h が, ある関数 f と結合

的演算子 �を用いて
h [a] = f a

h (x ++ y) = h x � h y

と定義できる時, hはリスト準同型である.

この定義は定義に用いられている演算子の結合性から,
リストを任意の箇所で分割して処理することが可能であ

る. そのため, 問題を部分問題に分割することができるこ
とから, 効率的に並列処理することができる. よって並列
処理を行う上でリスト準同型の形で定義することが望ま

れるが, 通常リスト準同型の形で定義することは容易では
ない.
これら 3種類の関数定義の関係を示す定理として, 第三

準同型定理がある.

定理 2.1 (第三準同型定理 [1]). 関数 hが左方向関数かつ

右方向関数である時,

h (x ++ y) = h x � h y

を満たす結合的演算子 �が存在する.

この定理はリスト準同型の定義の存在を示すが, どのよ
うにその定義を構築するかということについては述べてい

ない. 我々は第三準同型定理で存在が保証されている結合
的演算子が, 右逆関数を用いて構築することができること
に着目し, 次に示す並列化定理を提案する. ここで右逆関
数とは, 元の関数の右逆元であり, 以下関数 h の右逆関数

を h◦ と表記する.

定理 2.2 (並列化定理). 関数 h が左方向関数かつ右方向

関数である時, 任意の h◦ に対して

h (x ++ y) = h x � h y

where a � b = h (h◦ a ++ h◦ b)

が成立する.

この並列化定理を用いることによって, 左方向関数と右
方向関数の 2 種類で定義されている逐次プログラムから,
並列処理可能なリスト準同型の定義を導出することが可能

となる.

3 右逆関数の導出

結合的演算子の導出には右逆関数が必要である. しかし,
組化されている関数の右逆関数は, 返り値の各組の値の間
に依存関係があるため, あまり自明ではない. そこで本節



ではこのような関数の右逆関数の導出を考える. 右逆関数
の導出は主に 4段階の処理によって実行される. リストの
先頭から始まる部分リストの最大要素和を求める関数

(mps � sum) [a] = (a ↑ 0, a)

(mps � sum) ([a] ++ x) = (0 ↑ (a + mps x), a + sum x)

(mps � sum) (x ++ [a]) = (mps x ↑ (sum x + a), sum x + a)

を例に, 右逆関数の導出アルゴリズムについて順に説明
する.

関数の展開 本手法では右逆関数の返すリストの長さ

は, 組化されている関数の数であると仮定する. よって
(mps � sum)◦ が長さ 2のリストを返すと仮定し, (mps �

sum)◦ (p, s) = [a, b]とする. ここで a, bを pと sの式で

表すことができればよい. そのため, これらの関係式を求
める. 右逆関数の定義から

(mps � sum) [a, b] = (p, s)

が成り立つので, 関数を展開して整理すると,

p = 0 ↑ a ↑ (a + b)
s = a + b

となる. これを連立方程式と考え, a と b について解けば

よい.

連立方程式の求解 連立方程式を解くことができるよう

に, 場合分けを行う.

{0 ≤ a + b ∧ a ≤ a + b} ⇒ p = a + b, s = a + b

{0 ≤ a ∧ a + b ≤ a} ⇒ p = a, s = a + b

{a ≤ 0 ∧ a + b ≤ 0} ⇒ p = 0, s = a + b

こうして得られた各連立方程式を解くと,

∀t. {0 ≥ t ∧ 0 ≥ s ∧ p = 0} ⇒ a = t, b = s − t

{p ≥ 0 ∧ p ≥ s} ⇒ a = p, b = s − p

∀t. {s ≥ 0 ∧ s ≥ t ∧ p = s} ⇒ a = t, b = p − t

となる.

効率化 冗長な分岐を削除することによって効率化が可能
である. (mps � sum)◦ の例ではふたつめの条件が他の条
件より広い範囲を覆うので, 他の分岐は冗長であり, 除い
てもよい. よって

(mps � sum)◦ (p, s) = if (p ≥ 0 ∧ p ≥ s) then [p, s − p]

となる.

定義域の正しさの検証 右逆関数は元の関数の値域につい

てのみ適切な値を返せばよい. 一般に

∀x. (mps � sum) x = (p, s) ⇒ p ≥ s ∧ p ≥ 0

が成り立つので, 得られた右逆関数の定義域は十分である
ことがわかる. この判定は数学的帰納法により行うことが
可能である.

4 自動並列化システムの実装と評価実験

我々は並列化定理に基づいた自動並列化システムを実装し

た. このシステムの処理はは大きく 3つに分けられる. ま
ず第一に, 入力プログラムの正しさの判定を行う. 並列化
定理を用いるためには, 左方向関数と右方向関数が等しい
関数でなくてはならないので, これを証明する. このこと
は左方向関数と右方向関数の定義が任意の長さの入力リ

ストに対して等しい値を返すということを, 数学的帰納法
を用いて示すことにより可能である. 第二に, 前節の手法
により入力プログラムの右逆関数を導出し, 得られた右逆
関数を用いて, 並列化定理から結合的演算子を得る. 最後
に, 得られた結合的演算子を用いて, 分割統治法に基づい
た C++言語の並列プログラムを出力する.
我々はシステムが対象とする関数を, 実数のリストを受

け取り, ひとつの実数を返す関数に制限した. これにより,
数式処理ライブラリを用いることにより本システムを実装

することが可能となった. システムを記述するにあたり,
メインルーチンとして関数型言語 OCaml を, 連立方程式
の求解などの数式処理として Mathematica を, 並列処理
ライブラリとして SkeToを用いた.
また, 我々は最大部分列和問題や可視地点判定問題など,

様々な例に対して並列プログラムを導出し, 効率的な並列
プログラムが現実的な時間内に導出できていることを確認

した.

5 まとめと今後の課題

本論文では右逆関数を自動導出する手法を示し, 右逆関数
を用いた新しいプログラムの自動的な並列化手法を提案し

た. さらに, 制限を加えた言語上で実際に右逆関数の導出
を利用した並列化アルゴリズムの効率的な実装を行い, 評
価実験によりその有用性を確認した. 本研究の一部は [2,3]
に含まれているものである.
今後の課題としては, 並列化可能な関数のクラスを拡張,

また, 右逆関数を導出可能な関数のクラスを拡張すること
などが挙げられる.
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