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1. はじめに

組合せ最適化の分野のコアをなす研究対象として, マッチ
ングとマトロイド交叉が挙げられる. マッチングとマトロ
イド交叉の共通の一般化として, Cunningham–Geelen [4]
は無向グラフにおける独立パスマッチングという概念を
導入した. さらに, 最大パスマッチングの組合せ的アル
ゴリズムの構築のため, Cunningham–Geelen [2] はパス
マッチングの一般化として有向グラフにおける偶因子の
概念を, さらに, 偶因子とマトロイド交叉の共通の一般化
として基底偶因子の概念を導入した.
偶因子とは, 互いに頂点を共有しない, 有向道と偶数長

の有向閉路の集まりと定義される. 与えられた有向グラフ
に対し, 枝数最大の偶因子を求める問題を最大偶因子問題
という. 最大偶因子問題は一般の有向グラフにおいては
NP-困難であるが, 奇閉路対称グラフにおける組合せ的な
多項式時間アルゴリズムが, Edmonds のマッチングアル
ゴリズム [6] の拡張として Pap [11,12] によって提案され
ている. 有向グラフが奇閉路対称であるとは, 任意の奇数
本の枝からなる閉路 (奇閉路) に逆向き閉路が存在すると
いう性質を持つことをいう.
本研究では, 偶因子に関連する三つの結果を示した:
• 最大重み偶因子の組合せ的アルゴリズム,

• 独立偶因子の組合せ的アルゴリズム,

• 偶因子の次数列によるジャンプシステムの導出.

本稿では頂点集合 V , 枝集合 A からなる有向グラフを
(V,A)と書く. また, 枝重み w ∈ RA を付随した有向グラ
フG = (V,A)を重みつきグラフ (G,w)と書く. また, |V |,
|A| をそれぞれ n, m で表す. また, 頂点 v ∈ V に対して,
v を始点, 終点とする枝集合をそれぞれ δ+v, δ−v と書く.
枝 a ∈ A について, その始点, 終点をそれぞれ ∂+a, ∂−a

と書く. また, B ⊆ A について, ∂+B = {v | v ∈ V, ∃a ∈
B, ∂+a = v}, ∂−B = {v | v ∈ V, ∃a ∈ B, ∂−a = v} と
定める. X+, X− ⊆ V について, X+ から X− \ X+ へ
の枝およびX+ \X− から X− への枝が存在しないとき,
(X+, X−) は安定対であるという. また, X ⊆ V に対し
て, X の誘導部分グラフの強連結成分で, 頂点数が奇数で
他の成分から入る枝のない成分の個数を odd(X) と書く.

2. 最大重み偶因子の組合せ的アルゴリズム

最大重み偶因子問題とは, 重みつきグラフ (G,w) におい
て枝重みの和

∑
a∈F wa を最大にする偶因子 F を求め

る問題である. 弱対称グラフに対しては Cunningham–
Geelen [2] が偶因子アルゴリズムを繰り返し呼び出すこ
とによる多項式時間解法を提案しており, この解法に Pap
のアルゴリズムを用いることによって計算時間 O(n7) の
組合せ的アルゴリズムを得る.

一方 Király–Makai [8] は, 重みつき奇閉路対称グラ
フ (G, w) における最大重み偶因子問題を線形計画問題
で表現した:
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双対問題は以下のようになる:
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これらの線形計画問題に対し, 以下の定理が成り立つ.
定理 1 (Király–Makai [8]). 重みつき奇閉路対称グラ

フ (G, w) において, w が整数ならば, 線形計画問題 (P)
と (D) はそれぞれ整数最適解を持つ.
本研究では, この線形計画表現に基づき最大重み偶因子
を求める組合せ的なアルゴリズムを提案した. 本アルゴリ
ズムは Edmonds の最大重みマッチングアルゴリズム [5]
と Pap の偶因子アルゴリズムの枠組に基づいた主双対ア
ルゴリズムであり, 計算時間は O(n3m) である. 本アルゴ
リズムは最大重み偶因子と双対最適解を同時に求め, 特に
枝重み w が整数の場合には整数最適解が求まり, 定理 1
の構成的な証明を与える.

3. 独立偶因子の組合せ的アルゴリズム

有向グラフ G = (V,A) と V を台集合とする二つのマ
トロイド M+,M− があるとする. M+, M− の独立集
合族をそれぞれ I+, I−, 階数関数を ρ+, ρ− と書く. こ
のとき, F ⊆ A が以下の (i)–(iii) を満たすとき, F は
(G,M+,M−) における独立偶因子であるという: (i) F

は G における偶因子; (ii) ∂+F ∈ I+; (iii) ∂−F ∈ I−.
(G,M+,M−) における最大独立偶因子 (枝数最大の独立
偶因子) の大きさを ν(G,M+,M−) と書く. 独立偶因子
はマッチングとマトロイド交叉を共通に一般化する概念
であり, 基底偶因子と本質的に等価である.
独立偶因子に対し, 以下の最大最小定理が成り立つ.
定理 2. G = (V,A) を奇閉路対称グラフ, M+, M− をそ

れぞれ V 上のマトロイドとする. このとき,
ν(G,M+,M−) = min

(X+,X−)

{
ρ+(V \ X+) + ρ−(V \ X−)

+
∣∣X+ ∩ X−∣∣ − odd(X+ ∩ X−)

}
. (1)



ただし, (X+, X−) の範囲はすべての安定対である.
この定理は, マッチングの最大最小定理やマトロイド交

叉の最大最小定理を特殊ケースとして含む.
さらに, 最大独立偶因子を求めるアルゴリズムを提案し

た. 本アルゴリズムは古くから知られるマトロイド交叉ア
ルゴリズム [7, 9] と Pap の偶因子アルゴリズムとを共通
に拡張するものである. アルゴリズムの終了時点で式 (1)
を等号で満たす独立偶因子と安定対が得られることから
その正当性は保証される.
本アルゴリズムから, マッチングの Edmonds-Gallai分

解とマトロイド交叉の基本分割を共通に拡張する分割定
理が得られる. また, アルゴリズムの計算量は O(n4Q) (Q
はマトロイドの独立判定の時間) である.

4. 偶因子の次数列の構造

マトロイドの一般化として, Bouchet–Cunningham [1] は
定パリティジャンプシステムを導入した. 整数格子点の
非空な部分集合 J ⊆ ZV は, 以下の交換公理を満たすと
き, 定パリティジャンプシステムであるという.

(J-EXC) J に含まれる任意の x, y と, 任意の (x, y)-増
加ベクトル s に対し, ある (x+ s, y)-増加ベクトル t が存
在して, x + s + t ∈ J かつ y − s − t ∈ J が成立する.

ただし, s が (x, y)-増加ベクトルであるとは, s = χu か
つ x(u) < y(u) であるか, あるいは s = −χu かつ x(u) >

y(u) であることをいう. ここで, χu ∈ {0, 1}V は u ∈ V

に対応する成分のみが 1で, その他の成分はすべて 0 で
ある単位ベクトルを表す. 以下では定パリティジャンプ
システムのことを単にジャンプシステムという.
室田 [10] によって提唱されたジャンプシステム上の M

凸関数 (以下単に M 凸関数という.) は, ジャンプシステ
ムの定量的一般化である. 関数 f : ZV → R ∪ {+∞} が
M 凸関数であるとは, 実効定義域 domf = {x ∈ ZV |
f(x) < +∞} が非空であり, かつ以下の交換公理を満た
すことをいう.

(MJ-EXC) domf に含まれる任意の x, y と, 任意の
(x, y)-増加ベクトル s に対し, ある (x + s, y)-増加ベクト
ル t が存在して, f(x)+f(y) ≥ f(x+ s+ t)+f(y− s− t)
を満たす.
関数 −f が M 凸関数であるとき, f は M 凹関数であ

るという. 例えば, マッチングの次数列はジャンプシステ
ムの例であり [1], 重みつきマッチングは M凹関数の例と
して捉えることができる.
通常, 次数列は無向グラフにおいて定義されるが, 本研

究では, 次数列を有向グラフに拡張し, 偶因子の次数列を
扱った. 有向グラフ G = (V,A) に対し, V +, V − をそれ
ぞれ V のコピーとする. B ⊆ A に対し, B の有向次数
列 dB ∈ ZV + × ZV −

を以下で定義する:

dB(v) =

|{a | a ∈ B, ∂+a = v}| (v ∈ V +),

|{a | a ∈ B, ∂−a = v}| (v ∈ V −).

また, B ⊆ A に対して, 頂点 v ∈ V に入る枝数と
出る枝数の合計を d̄B(v) とするベクトル d̄B ∈ ZV

を B の無向次数列と呼ぶ. ここで, 偶因子の有向次

数列全体 JEF(G) = {dM | M は G の偶因子 } ⊆
{0, 1}V +∪V −

および無向次数列全体 J̄EF(G) = {d̄M |
M は G の偶因子 } ⊆ {0, 1, 2}V を考えると, G が奇閉
路対称のとき JEF, J̄EF はそれぞれジャンプシステムとな
る. この事実は Cunningham [3] の中で示唆されている
が, 我々はこの定理の構成的な別証明を与えた.

定理 3. 奇閉路対称グラフの偶因子の有向次数列全体およ

び無向次数列全体はジャンプシステムを成す.

さらに, 重みつき有向グラフ (G,w) に対し, f : ZV + ×
ZV − → R ∪ {−∞}, f̄ : ZV → R ∪ {−∞} を

f(x) = max
{∑

a∈M w(a) | dM = x
}

,

f̄(x) = max
{∑

a∈M w(a) | d̄M = x
}

と定義すると, (G, w) が奇閉路対称な場合において f , f̄

がそれぞれ M 凹関数となることを示した. ただし, x を
次数列に持つ偶因子が存在しないときには, f(x) や f̄(x)
の値は −∞ と定義する.

定理 4. 重みつき奇閉路対称グラフにおいて, f や f̄ は M
凹関数である.

この定理は, 定理 3 を拡張するものであり, 最大重み偶
因子問題の構造を M 凹関数を通じて捉えたものである.

5. おわりに

本研究では, マッチングとマトロイドという組合せ最適化
の中核を担う研究対象を統一的に扱うという視点に立ち,
マッチングを扱いやすくする一般化であると近年認識さ
れつつある偶因子に関する三つの結果を示した.
今後の課題としては, 重みつき独立偶因子の組合せ的ア
ルゴリズムの構築が挙げられる.
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