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1 本研究の狙い

本研究では多変量 GARCH モデルの一種である

対角 VEC モデルに対して, 障壁関数法と準ニュー

トン法を組み合わせたパラメータ推定手法を提案し

た. 本手法は対数障壁関数を用いることによりパラ

メータ行列の半正定値性を保証しつつ, 準ニュート

ン法を用いることによりメリット関数の最小化を行

うものである. また本手法を用いることにより一般

の資産数 N に対するパラメータ推定が可能となる

ため, 中規模 (N = 20, 30)の問題において理解を深

めることも試みた.

2 対角 VEC モデル

市場に N 個の投資可能な資産があるとし, 資産

i(i = 1, . . . , N) の t(∈ Z) 期における収益率を ri,t

とする. ri,t を縦に並べた {rt} を N 次元確率過程

の実現値とみなしたときに, AR(m) モデルを用い

た予測が行われることがある:

rt =
m∑

j=1

Φjrt−j + εt.

しかし実際には収益率に対する AR(m) モデル

による予測は十分な結果が得られないことが多

い. そこで, 予測残差 {εt} の条件付共分散行列
Ht = E[εtε

T
t | Ψt−1] を考える. 時間変動する共分

散のダイナミクスを表すモデルとして, Bollerslev

et al. [3] は対角 VEC モデルを提案した.

定義 2.1. N 次元確率過程 {εt} が対角 VEC 過程

に従うとは, {εt} の時間的発展が対称なパラメータ
行列 A = (αij), B = (βij), C = (γij) を用いて次

式で表されることをいう:

εt | Ψt−1 ∼ N(0,Ht),

Ht = C + A ⊙ (εt−1ε
T
t−1) + B ⊙ Ht−1. (1)

⊙ は Hadamard 積であり, 行列の成分ごとの

積を取った行列を表す. (半) 正定値行列同士

の Hadamard 積はやはり (半) 正定値行列となる

(Styan [6])ため,

A ≽ O,B ≽ O,C ≽ O (2)

を仮定すれば (1) により生成される {Ht} は半正定
値となる.

時系列データ {ε̂t | t = 1, . . . , T} から対角 VEC

モデルのパラメータ θ = (A,B,C) を推定するため

に最尤推定を用いる. {εt} の条件付分布が正規分
布 N(0,Ht) となることから対数尤度関数は次のよ

うに表される:

log L(θ) = −T

2
log(2π) − 1

2

T∑
t=1

log detHt −
1
2

T∑
t=1

ε̂T
t H−1

t ε̂t

(3)

3 半正定値性を保つパラメータの推定法

本節では障壁関数法を用いて (2) を満たすパラ

メータ θ = (A,B,C) のうち, 対数尤度関数 (3) が

極大となるようなものを求める手法を提案する. 対

数障壁関数を用いた次のようなメリット関数を考
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える:

fm(A, B,C) :=
T∑

t=1

(
log det Ht + ε̂T

t H−1
t ε̂t

)
−µm (log det A + log det B + log det C) . (4)

提案する手法は 0 に収束する正数列 {µm} とこ
のメリット関数 fm に対して, fm の無制約最適化

と µm の更新を交互に行うことにより, 対数尤度関

数 (3) の極大解を求める. メリット関数の最小化に

は BFGS 公式を用いた準ニュートン法により行う.

準ニュートン法を行うにはメリット関数の勾配が

必要となる. 例えばメリット関数 (4) を αij(i < j)

で偏微分すると次の表式が得られる:

∂fm

∂αij
=

T∑
t=1

(
2(H−1

t )ij
∂hij,t

∂αij
− ε̂T

t (H−1
t )

∂Ht

∂αij
(H−1

t )ε̂t

)
−2µm(A−1)ij

ここで Xt =
(

∂hij,t

∂αij

)
は (1) 式から

Xt = ε̂tε̂
T
t + B ⊙ Xt−1

と逐次的に計算できる.

4 数値実験

提案する手法を実装したプログラムを用いて数値

実験を行った.

ほとんどの場合パラメータに関する半正定値制

約 (2) が有効制約になるため, 障壁関数法の有効性

が確かめられた.

パラメータを決定するのに必要な計算時間は資

産数が増えるにしたがって指数関数的に増えてし

まう.

また Bollerslev [2] による CCC モデル, Engle

and Sheppard [5] による DCC モデルとの比較を

行ったところ, 情報量基準として赤池情報量基準

を採用した場合対角 VEC モデルの有効性が示さ

れた.
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