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概 要

量子状態によって作られるパラメータ空間は非

ユークリッドであるが，その双対座標においては

計算幾何のアルゴリズムが適用できる．本文では，

この結果を用いて Holevo容量という量子情報理

論における基本的な量が計算されることを示す．

1 はじめに

数理統計学と情報理論における問題に量子力

学的な性質を取り入れた量子情報幾何 [1]は，量

子ビットが持つ量子状態を点，2つの量子状態の

相対エントロピー（量子相対エントロピー）を

距離とそれぞれ定義した幾何学である．量子状

態空間における量子状態はヒルベルト空間 H上
の密度行列 ρによって記述され，ρは半正定値の

ハミルトニアン行列でそのトレースは 1 である

(ρ = ρ∗ ≥ 0, Tr ρ = 1)．特に，1量子ビットの

量子状態 ρの取りうる範囲は，3次元のブロッホ

球で表される．量子状態 ρが持つフォンノイマン

エントロピー Sは S(ρ) = −Tr(ρ log ρ) と定義さ
れ，異なる 2量子状態間 ρと σの相違度の尺度と

なる量子ダイバージェンス Dは，非負で単調性

を持ち一般に非可換である．ρが混合状態のとき

D(ρkσ) = D∗(σkρ) = Tr(ρ(log ρ − log σ)) と定
義される．本文では，座標系 [η]で表される量子

状態 ρ,σの量子ダイバージェンスはD，この双対

座標系 [θ]で表される ρ∗,σ∗ の方は D∗ と表記す
る．これらは，ルジャンドル変換によって互いの

座標系を得ることができる．以上の性質より，量

子状態空間を ‘距離’空間とみなすことができる．

図 1: フォンノイマンエントロピーと量子ダイバー

ジェンスとの幾何学的構造．ηはここでは 3次元

を表す．

Theorem 1 量子状態空間で，量子ダイバージェ

ンスD(ρkσ)の幾何学的構造は図 1のようになり，
ρ = ρ(η) および σ = σ(η̃)において，次のように

表される．

D(ρkσ) = −S(ρ)− { ∂

∂ηi
(−S(η̃))(ηi − η̃i)− S(σ)}

同様に，与えられた母点に対して量子ダイバー

ジェンスを距離とする 2種類の最遠点ボロノイ図

の構造が，それぞれ式 (1)と式 (2)として定義さ

れる．最遠点ボロノイ図とは，与えられた母点に

関して平面を複数の領域に分割した図である．あ

る母点とそれが支配する領域内での全ての点との

距離は，他の全ての母点との距離よりも等しいか

遠い．ボロノイ辺は，隣接する領域を持つ 2つの

母点の境界線である．

Vf (ρi) =
\
j 6=i
{η | ρ ∈ B,D(ηkρi) ≥ D(ηkρj)} (1)

V 0f (ρi) =
\
j 6=i
{η | ρ ∈ B,D(ρikη) ≥ D(ρjkη)} (2)



2 計算幾何アルゴリズムの適用

雑音を含む量子通信路 Γでは，入力の量子状態

のブロッホ球はアフィン変換によって楕円体へ縮

小する．1量子ビットのHolevo容量は，

C(Γ) = inf
η
sup
ρ
D(Γ(ρ)kΓ(η)), (η, ρ ∈ B) (3)

と表される [5]．ここで必要なのは D(ρkη) であ
り，これは座標内のある点から母点までの量子ダ

イバージェンスである．したがって，Holevo容量

はこの量子ダイバージェンスの最大値で与えられ，

これは楕円体の最小包含球の半径に相当する．最

小包含球とは，球の点集合を全て内包する最小の

球であり，最遠点ボロノイ図を用いて構成される．

すなわち，(2)式で表される最遠点ボロノイ図に

よって，最小包含球が計算される．

以下，計算幾何アルゴリズムを適用するために

楕円体の離散化の手法 [3]を適用する．この有限

個の点集合の最小包含球問題は，[6, 4]に代表さ

れる通常のアルゴリズムでのユークリッド距離を

量子ダイバージェンスに置きかえて解く．n個の

母点を ηiとするとき次の定理が成り立つ．

Theorem 2 3次元のブロッホ球に新たにw軸を

加え，関数 w = −S(η)と座標 (ηi,−S(ηi))にお
ける接平面 hi を考える．そのとき，w軸に関し

て hi の下側エンベロープをブロッホ球へ射影し

た図は n点の最遠点ボロノイ図となる．

この定理によって，1量子ビットの量子状態空

間において n個の母点が与えられたときの最遠点

ボロノイ図を求める問題が，4次元で n枚の超平

面の下側エンベロープを求める問題に帰着される．

この場合の下側エンベロープは，量子状態空間を

接平面で分割したときブロッホ球が存在する側の

開空間のことである．

次に，量子状態空間における計算幾何アルゴリ

ズムの計算量を示す．3次元空間では，ブロッホ

球内の高々4点が最小包含球を決定する．最遠点

ボロノイ図を構成する端点のみを母点として，解

の候補を絞ることで計算量を減らしている．ボロ

ノイ図に凸包のアルゴリズムを適用することで以

下の定理を得る．

Theorem 3 ブロッホ球におけるn点のボロノイ

図は，O(min{n2, (n+F )(logF )2})時間で構成さ
れる [2]．F は図の面数で，この場合 F = O(n2)

である．

ブロッホ球の最遠点ボロノイ図も同様に与えら

れ，ブロッホ球の n点の最小包含球も同じ計算量

で得られる．

Theorem 4 ブロッホ球内部のn点の最小包含球

はO(n)時間で計算される．
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