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1 非線形整数計画問題の最適性規準

1.1 概要

線形制約の下で線形の目的関数を最小化する整
数計画問題に対して，Graver基底を用いた最適
性規準が知られている．本研究では，連続・離散
の最適化問題に対して統一的な最適性規準を与え
ることを目標として，ある種の凸関数を目的関数
とする非線形整数計画問題に対して同様の最適性
規準を与えた．本研究の結果は既に学会誌に論文
[9] として採択が決定しているが，ほぼ同時期に，
Hemmecke [1]が本質的に等価な結果を得ている．

1.2 整数計画問題

整数ベクトルを変数とし非線形関数を目的関数
とする最適化問題

minimize f(x) subject to x ∈ S,

を扱う．ただし，f : Rn → Rであり，ある行列
A ∈ Zm×nとベクトル b ∈ Zmに対し，S = {x ∈
Zn | Ax = b, x ≥ 0} である．
線形整数計画 (f(x) = c>x) に対しては

Hilbert基底を用いた最適性規準が知られている．
O1, . . . , O2n をRnの第 1象限から第 2n象限とす
ると，任意の j ∈ {1, . . . , 2n}に対して，

Cj = {x ∈ Rn | Ax = 0} ∩ Oj

の極小なHilbert基底をHj とする．

定理 1 (Graver) 線形整数計画問題の許容解x ∈
Sが線形目的関数 cに関して最適解であるための
必要十分条件は，x + h ∈ S であるような任意の

h ∈ ⋃2n

j=1 Hj に対し，c>h ≥ 0が成り立つことで
ある．

1.3 最適性規準の一般化

定理 1を非線形目的関数に対して一般化する．
核となる考えは，関数 f に応じて Cj の適当な細
分 {Ck(f)}k を用いて f の局所最適性を表現する
ことである．
定義 1: ある半正定値行列 Q ∈ Qn×n, ベクトル
d ∈ Qn, 実数 a ∈ R によって

f(x) =
1
2
x>Qx + d>x + a

と表される関数 f の全体を F1とする．
定義 2: ある正整数 s, ベクトル ci ∈ Qn (i =
1, . . . , s), 凸関数 φi : R → R (i = 1, . . . , s)に
よって

f(x) =
s∑

i=1

φi(ci
>x)

と表される関数 f の全体を F2とする．
定義3: 錐の細分{Ck(f)}kが存在して，任意のx ∈
S，および，ある kに対して {h1, h2} ⊆ Ck(f) を
満たす任意のh1, h2 ∈ Znに対し，x+h1+h2 ∈ S
ならば

f(x + h1 + h2) + f(x) ≥ f(x + h1) + f(x + h2)

が成り立つような関数 f の全体を F3とする．
本研究の成果は次の２つの定理である．

定理 2 F1 ⊆ F2 ⊆ F3.

定理 3 任意の f ∈ F3に対し，定義 3にいう細分
を {Ck(f)}kとする．このとき，許容解 x0 ∈ Sが



最適解であるための必要十分条件は，x0+h ∈ Sな
る任意のh ∈ ⋃

k H(Ck(f))に対して，f(x0+h) ≥
f(x0)が成り立つことである．ただし，H(Ck(f))
は Ck(f)のHilbert基底を表す．

2 M凸劣モジュラ流問題の解法

2.1 概要

M凸関数は, 整数格子点上で定義された関数の
クラスとして, 離散凸解析 [7, 8] において中心的
な役割を担っている．M凸劣モジュラ流問題は,
効率良く解くことができる組合せ最適化問題の最
も一般的な枠組みの一つであり, その特殊ケース
として最小費用流問題や劣モジュラ流問題を含ん
でいる. また, 数理経済学への応用として, 不可
分財の交換市場における競争均衡を求める問題が
M凸劣モジュラ流問題に帰着されている [10].
昨年度の研究では, スケーリングに関して不変
なM凸関数に限定して, 多項式時間の容量スケー
リング算法が構成できることが示された [5]. 本
研究では，この結果を拡張して, 容量スケーリン
グ法を一般のM凸関数に適用する手法を開発し,
M凸劣モジュラ流問題に対する組合せ的な多項式
時間アルゴリズムを設計した. その結果, どのよ
うなM凸関数にも適用できるという意味でより
ロバストな汎用解法が得られたことになる.

2.2 M凸関数

M凸関数の定義を述べる．V を有限集合とす
る. 関数 f : ZV → R ∪ {+∞} がM凸関数であ
るとは, f が交換公理 (M-EXC)を満たすことで
ある.

(M-EXC) ∀x, y ∈ dom f , ∀u ∈ supp+(x − y),
∃v ∈ supp−(x− y):
f(x) + f(y) ≥ f(x− χu + χv) + f(y + χu − χv).

ここで, dom f = {x ∈ ZV | f(x) < +∞},
supp+(x− y) = {w ∈ V | x(w) > y(w)},
supp−(x− y) = {w ∈ V | x(w) < y(w)}

であり, χw は w ∈ V の特性ベクトルを表す.

2.3 Ｍ凸劣モジュラ流問題

Ｍ凸劣モジュラ流問題とは, 以下のように定義
される最適化問題である．有向グラフ G = (V,A)
を考える. 各枝の流量の下限と上限 c, c ∈ ZA お
よび, 単位流量あたりの費用 γ ∈ RA が与えられ
ているとする. 容量の上下限制約を満たし与えら
れた供給量と整合的なフロー ξ ∈ ZAの中で総費
用を最小にするものを求める問題である最小費用
流問題は, 供給制約をフローの境界 ∂ξ がある基
多面体に属すべきであるという制約に置き換えた
劣モジュラ流問題に一般化される. 劣モジュラ流
問題はポテンシャル (双対変数)よる最適性規準,
負閉路による最適性規準, 最適解の整数性, 効率
的なアルゴリズムの存在などの良い性質をもって
おり, 扱いやすい組合せ最適化問題の代表となっ
ている.
さらに, ∂ξに対するコスト関数 f : ZV → R ∪

{+∞} を目的関数に加えるという一般化を考え
るとき, f がＭ凸関数ならば良い性質が保たれる.
Ｍ凸関数 f によって以下のように定義される問題
を整数値フローのM凸劣モジュラ流問題と呼ぶ.

Minimize Γ(ξ) = f(∂ξ) +
∑

a∈A

γ(a)ξ(a)

subject to c(a) ≤ ξ(a) ≤ c(a) (a ∈ A),

∂ξ ∈ dom f,

ξ(a) ∈ Z (a ∈ A).

2.4 アルゴリズム

本年度の研究では，劣モジュラ流問題に対す
る容量スケーリング法を高速化した Fleischer–
Iwata–McCormick [2]のアルゴリズムを拡張して,
一般のM凸劣モジュラ流問題に対する多項式時
間解法を導いた. ネットワークの点の個数を n,
最大容量を L, 最大費用を K, M凸関数 f の関数
値計算に要する時間を F とする. このとき, 新し
いアルゴリズムの計算量は O(Fn6(log L)2 log K)
である.
一方で, M 凸関数がスケーリングに関して閉

じている場合の M 凸劣モジュラ流問題に対し
て, 昨年度に開発されたアルゴリズムの計算量は,



O(Fn4 log L) であり, 適用可能な範囲が限定され
ている代わりに高速になっている. 状況に応じて,
両者を使い分けることが望まれる.

3 行列束に関するロバスト線形計算

微分代数方程式で記述される動的システムの解
析においては, 行列束の Kronecker 標準形の構造
指数が基本的な役割を果たしている. しかし, 構
造指数は, 摂動に対して不安定な離散値を取るた
め, 正確に計算するには, 計算誤差に対してロバ
ストな手法の開発が必要とされる.本研究は, 行列
束の零非零パターンに代表される離散構造に注目
し, 離散最適化の高度な技法を積極的に活用する
ことによって, この様な要請に応えることを目的
としている.
行列束とは, 同じサイズの定数行列の組 (A,B)

のことであり, 各要素が 1 次以下の多項式行
列 M(s) = sA + B として表現される. 任
意の行列束 M(s) に対して, 正則行列 P , Q

が存在して, K(s) = PM(s)Q が {sIν + J ,
Nµ1 , · · · , Nµb

, Lε1 , · · · , Lεp , Uη1 , · · · , Uηq} を成分
とするブロック対角行列となる. ここで, Iν は
ν 次単位行列であり, Nµ は µ 次正則行列束

Nµ =




1 s 0 · · · 0

0 1 s
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 · · · 0 1 s

0 · · · · · · 0 1




,

Lε は ε× (ε + 1) 行列束

Lε =




1 s 0 · · · 0

0 1 s
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 · · · 0 1 s




を表す. また, Uη は Lη の転置行列である. ブロッ
ク対角行列 K(s) を, M(s) のKronecker 標準形,
ν, µ1, · · · , µb, ε1, · · · , εp, η1, · · · , ηq を, その構造指
数と呼ぶ. 特に, µ1, · · · , µb を巾零指数, ε1, · · · , εp

を列指数, η1, · · · , ηq を行指数と呼ぶ.

巾零指数は, M(s) の k 次小行列式の最大次数
δk(M) を各 k に対して計算することによって, 決
定することができる. 一般の多項式行列に対し
て, δk(M) を計算する組合せ緩和算法が室田 [6]
によって提案された. この算法は, 零非零パター
ンから得られる 2部グラフ上のマッチング問題を
解いて, δk(M) の推定値を得, この推定値が妥当
か否かを数値計算を用いて検証し, 妥当でないと
判定された場合には行列を変形するという操作を
繰り返す.

計算機実験の結果, この組合せ緩和算法は, 計
算時間の点では効率的であるものの, 多項式行列
の変形を行った結果, 計算に必要とされる記憶容
量が大きくなるという問題点を抱えていることが
明らかとなった [4]. そこで, 対象を行列束に限定
した上で, 定数行列による同値変換のみを用いた
新たな組合せ緩和算法を開発し, 必要となる記憶
容量を格段に減らした [3]. この結果, 誤差を伴う
数値計算を極力避けて, 行列束の巾零指数を正確
に計算する効率的なアルゴリズムが得られた.

さらに, 行指数/列指数に関する組合せ緩和法
の開発を目標として, 数値計算を全く行わずに,
行指数, 列指数の推定値を得る組合せ的な手法を
導入した. この手法では, 巾零指数の場合と異な
り, 非零要素が代数的独立であると仮定した場合
にも, 推定値が必ずしも真値と一致しないことが
判明した.

本年度の研究では, この組合せ的手法で得られ
る各行指数 (列指数)の推定値の総和が, 代数的独
立性の仮定の下では, 真値と一致することを証明
した. 実際,構造可制御や構造可観測性と言った動
的システムの性質を解析する際には, 個々の指数
の値よりも, その総和が重要な役割を果たす. し
たがって, 本研究で導入した組合せ的手法は, 動
的システムの構造解析には適用可能であることが
期待できる.

新たに導入した組合せ的な推定値を利用した組
合せ的緩和算法の開発は, 依然として, 今後の課
題である. 代数的独立性の仮定のもとで総和が一
致するという事実からは, 組合せ的緩和算法の計
算量が抑えられるものと期待される.
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