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1 はじめに

本論文で対象にする最短経路問題とは，グラフ上の最

短パスではなく，ユークリッド空間の立方体を貼り合

わせることで得られる連続的な距離空間（立方複体）X

上の最短パスを求める問題である．この場合，最短パス

は各立方体内部の線分をつなぎ合わせた形状をしてい

る．X が 2 次元の空間であれば比較的容易な場合が多

いが，3次元では多項式時間でも解くことが難しい場合

が多く，4次元以上はほとんど手付かずである．

問題の難しさを決める X の性質として重要な性質

として，空間の各点で曲率が非正であることを指す，

CAT(0) 性という概念がある．葉の個数を固定した際

の系統樹の空間やロボットモーションの状態空間が

CAT(0) 立方複体としてモデリングできることが実応

用として知られている．Owen-Provan[4]は木空間上の

最短パスを求める多項式時間アルゴリズムを構成した．

Ardila-Owen-Sullivant[1]は，一般次元の CAT(0)立方

複体上の最短経路問題を解くアルゴリズムを与えた（以

下 AOS アルゴリズムと呼ぶ）．しかしこれが多項式時

間アルゴリズムであるかはわかっていない．

2 本論文の目標，成果

本論文では，一般の CAT(0) 立方複体上の最短経路

問題に対する多項式時間アルゴリズムの構成を目指し，

その第一歩として，３次元の場合を考察した．AOSア

ルゴリズムに着目した上で，３次元特有のある組合せ的

特徴量のみに依存する計算時間で実行可能な，既存のも

のとは異なる新しいアルゴリズムを構築した．

3 CAT(0)立方複体

CAT(0)空間の主な性質として，任意の二点間の最短

パスが一意，任意の局所的最短パスは最短パス，が挙げ

られる．但し測地的距離空間上の局所的最短パス ρ と

は，ある ϵ > 0が存在し，長さ ϵ以下の任意の ρの部分

パスがその端点間の最短パスになるパスのことをいう．

以上の性質は，CAT(0)立方複体上の二点間最短経路

問題を解く際にも有効に働く．複数の線分を端点でつ

ないだ形状のパスに対し，そのブレークポイント（パス

を構成する線分の繋ぎ目）の近傍の局所最短性を調べ

る．あるブレークポイントの近傍で局所最短性が崩れ

ているならば，その近傍でパスを局所的に変形するこ

とにより，さらに短いパスを形成することができる．こ

のような局所変形を繰り返すことでいずれ局所最短パ

スを得ることができるが，これは CAT(0) 性より最短

パスである．すなわち，CAT(0)空間の性質を利用する

と，パスの局所最適性判定と適切な局所変形の手順を与

えれば，最短経路問題のアルゴリズムを構築することが

できる．

CAT(0) 立方複体に関する性質としては，Gromov

による組合せ的特徴づけ [3] が知られている．また，

Ardila-Owen-Sullivant[1]によると，Birkhoffの表現定

理を拡張することで，半順序集合を用いて CAT(0) 立

方複体を表現できることがわかっている．

4 周遊問題

凸 多 面 体 に 関 す る 周 遊 問 題 を 定 義 す る ．

S1, S2, . . . , Sl ⊂ Rk をそれぞれ定数本の線形制約で

表現可能な凸領域とする．x, y ∈ Rk とする．

問題 4.1 (周遊問題) Rk 内 x-y パスであり，途中で

S1, S2, . . . , Sl と順番に交差するようなパスの中で最短

のものを求めよ．

この問題は次のようにも書くことができる :

min
pi

||x− p1||+ ||p1 − p2||+ · · ·+ ||pk − y||

s.t. pi ∈ Si. (i = 1, . . . l)

この問題は２次錐計画問題 (SOCP) の形式に書き直

すことができる [5]ため，任意の精度で多項式時間で解

くことができる．

5 AOSアルゴリズム [1]

Ardila-Owen-Sullivant は，３節で述べた CAT(0)立

方複体上の最短経路問題に対するアルゴリズムの枠組

みを提案，立方複体上の妥当キューブ列の概念を導入し
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た．そして妥当キューブ列上の最短パスを求め，そのパ

スの元の問題領域での局所最短性を判定し，局所最短で

ない場合に妥当キューブ列を更新するというアルゴリ

ズムを考えた．妥当キューブ列空間が有限であること

と，パス長が単調に減少することよりこのアルゴリズ

ムは最短パスを与える妥当キューブ列を必ず出力する．

計算時間の観点からは，妥当キューブ列の更新回数が多

項式で抑えられておらず，従って多項式時間アルゴリズ

ムかどうかは未解決問題である．

6 提案アルゴリズム

AOSアルゴリズムに３次元の特殊性，すなわち，ブ

レークポイントが「枝」上にあるという性質を加味して

改良することを考える．最短経路問題を考える上で，問

題領域のうち，３次元多面体と同型な部分領域 S に限

定して考えればよい [1, 6]．

定義 6.1 a, b ∈ Z+ に対しR3 中のウォールを

W (a+, b−, 0)
def
= {(x, y, z)|x ≥ a, y ≤ b} ⊂ R3

と定義する．

W (a+, 0, c−),W (a−, b+, 0),W (a−, 0, c+),W (0, b+, c−),

W (0, b−, c+)も同様の定義を行う．以下も同じ．

定義 6.2 ウォール W (a+, b−, 0) に対応するウォール

枝を

e(W (a+, b−, 0))
def
= {(x, y, z) | x = a, y = b}∩S ⊆ R3

と定義する．

ウォール，ウォール枝は，それぞれ３次元多面体を規

定する面，枝を表す．

定義 6.3 ウォール W (a+, b−, 0) に対応する不可避領

域を，

f(W (a+, b−, 0))
def
= {(x, y, z) | x ≤ a, y ≥ b,

min{z ∈ e(W )|z} ≤ z ≤ max{z ∈ e(W )|z}}

と定義する．

任意の不可避領域は，始点終点間の任意のパスと交わ

る．そこで，不可避領域を順番に通る周遊問題を考える

ことで「不可避領域順序」上の最短パスを定義，この順

序に関して局所最短性を判定したり，局所最短性を満

たさない場合に局所的に順序を変更することを考える．

実際，次の主張が成立する．

命題 6.1 S を表すウォールの集合を W とする．不可

避領域順序 σ ∈ Sym(|W|)が存在し， (f(Wσ(i)))i に関

する周遊問題の最適解が最短パスを与える．

先に述べたアルゴリズムの枠組みを，AOSアルゴリ

ズムが妥当キューブ列の空間に適用したのに対し，３次

元 CAT(0) 立方複体の組合せ的性質を活かして不可避

領域順序の空間に適用したのが提案アルゴリズム 1 で

ある．不可避領域順序の更新回数が多項式で抑えられ

るかは不明である．しかし，AOSアルゴリズムの計算

時間は空間の「長さ」に依存するのに対し，本アルゴリ

ズムは３次元領域特有の組合せ的特徴量であるウォー

ル枝の本数に依存するため，計算時間の面で有利である

と考えられる．

Algorithm 1 ３次元 CAT(0) 立方複体上の最短経路

問題に対する提案アルゴリズム

X の部分領域を R3 に埋め込み，ウォール表現に

直す．

適切な不可避領域順序 σ を見つける．

⋆ (f(Wσ(i)))i に関する周遊問題を解き，その最適解

を q とする．

if q が局所最短性を満たす then

終了，q を出力する．

else

σ を適切に変更，⋆へ

end if
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