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1 研究の背景

確率制御理論では，確率過程を制御し，期待効用を

最大化する最適化問題を考える．これは，Hamilton-

Jacobi-Bellman (HJB)方程式とほぼ等価となる．ジャ

ンプ拡散過程の確率制御が注目され [2]，工学，金融，

リスク理論，再保険など，広く応用されている [1][3]．

再保険とは，保険者の保険責任を，他者に転嫁する取

引である．再保険は保険者のための保険と言え，経営の

安定などに利用される．保険者は，再保険をサープラス

過程に対する制御として生存確率を最大化する最適化

問題を考えることができる．Lundbergモデルを適用す

ると，サープラス過程はジャンプ拡散過程となる．

本論文では，まず，ジャンプ拡散過程に対する確率制

御問題を記述し，HJB方程式や解の導出方法を述べる．

そして，上記のような保険者の最適化問題を扱う枠組み

を議論する．HJB方程式の導出や数値解法の指針を提

案し，具体的な問題にこれを適用する．

2 ジャンプ拡散過程の確率制御

2.1 複合 Poisson過程

Nt を 0時点から t 時点のクレーム件数とする．Xi を

0時点から i 番目のクレーム 1件の額とする．このと

き，St =
Nt

∑
i=1

Xi は 0時点から t 時点のクレーム総額とな

る．各クレーム額とクレーム件数は独立，Xi ∼ i.i.d. FX，

と仮定する．また，クレーム件数過程 {Nt}は強度 λ の
Poisson過程であるとする．このとき，{St}の従う確率
過程を複合 Poisson過程といって CPoPs(λ ,FX)と記す．

2.2 Levy過程のジャンプと確率解析

定義 2.1. {Ft}-適合的な L = {Lt}は，
L0 = 0 a.s.，Lは確率的連続，Lは独立定常増分，

をみたすとき，Levy過程であるという．

Levy過程は semimartingaleである．よって，確率積

分が定義でき，Ito の公式も成り立つ．L の t ≥ 0にお

けるジャンプを ∆Lt = Lt − Lt− と定義する．さらに，

B0 =
{

A∈ B(R) | 0 ̸∈ Ā
}
とし，Lに対し，以下のもの

を定義する．t ≥ 0と A∈ B0に対し，

N(t,A) = ∑
0<s≤t

1A(∆Ls) = #{0 < s≤ t | ∆Ls ∈ A}

を Poisson random measureという．A ∈ B0 に対し，

ν(A) = E[N(t,A)] を Levy measureという．また，

Ñ(t,A) = N(t,A)− ν(A)t を compensated Poisson ran-

dom measureという．

dUt = b(Ut−, t)dt+σ(Ut−, t)dWt +
∫

R
γ(Ut−, t,x) Ñ(dt,dx)

のような確率微分方程式には，at most linear growth,

Lipschitz continuityの条件等の下で強解が一意に存在す

る．その解U をジャンプ拡散過程という．

2.3 ジャンプ拡散過程に対する確率制御

制御を ρ で表し，R 値とする．制御される状態の時

間過程を，状態過程などと呼び，Uρ で表す．Uρ は

dUρ
t = b(Uρ

t−,ρt)dt +σ(Uρ
t−,ρt)dWt +

∫
R

γ(Uρ
t−,ρt−,x) Ñ(dt,dx)

なる制御確率微分方程式に従っている．目的関数は，

J(u,ρ) = E

[∫ τ

0
f (Uρ

t ,ρt)dt + f̃ (Uτ)
∣∣∣ U0 = u

]
という期待効用とする．ただし，τ は制御終了時刻で
ある．V(u) = sup

ρ
J(u,ρ)を値関数 (value function)とい

う．最適値をできるだけ達成する制御 ρ を最適制御と
いう．最適制御は Markov制御を考えれば十分で，状

態 uの関数として ρ(u)と表現すれば良い．以上のよう

に記述されたものを，確率制御問題 JDと呼ぶことにす

る．さて，Uρ の生成作用素 A ρ は Itoの公式より

A ρ ϕ(u) = b(u,ρ(u))ϕ ′(u)+
1
2

σ2(u,ρ(u))ϕ ′′(u)

+
∫

R

{
ϕ(u+ γ(u,ρ(u),x))−ϕ(u)−ϕ ′(u)γ(u,ρ(u),x)

}
ν(dx)

となる．Bellmanの最適性原理から, HJB方程式

sup
r∈R

{ f (u, r)+A rV(u)} = 0 (1)

を導出できる．これは，積分や supを含む微分方程式で

ある．最適制御 ρ(u)と値関数V(u)が解である．

3 サープラス過程と再保険

3.1 サープラス過程の Lundbergモデル

サープラス =初期サープラス+収入保険料−クレ
ーム総額 と表現できる．この時間過程であるサープラ

ス過程に対し，Ut = u+ ct−St という Lundbergモデ

ルを適用する．ただし，u は初期サープラス，c は単
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位時間当たりの収入保険料，{St} は複合 Poisson過程

CPoPs(λ ,FX)に従うクレーム総額過程である．

定義 3.1.破産時刻を τ = inf {t ≥ 0 |Ut < 0}，値が存在
しない場合は τ = ∞ と定義する．破産確率を ψ(u) =

P(τ < ∞)，生存確率を ν(u) = 1−ψ(u)とする．

3.2 再保険の概要

再保険は保険者のための保険といえる．出再者は，再

保険料を支払って元受保険責任の一部を受再者に移転

する．再保険には様々なタイプが存在するが，比例再保

険のみを紹介する．出再割合 α の比例再保険とは，受再
者の保険金負担割合が α となるものである．r = 1−α
を保有割合という．この単位時間当たりの再保険料を

h(r)と記す．

4 確率制御に基づく再保険の最適化

制御の目的は生存確率の最大化とする．Lundbergモ

デルを適用すると，HJB方程式は

sup
r∈R

{
b(u, r)V ′(u)+

1
2

σ2(u, r)V ′′(u)

+λ
(
E[V(u+ γ(u, r,X))]−V(u)−V ′(u)E[γ(u, r,X)]

)}
= 0

となる．さらに，境界条件 V(u) = 0(u < 0),V(∞) = 1

が成り立つ．一般的な解法の指針を述べる．相互に依

存する 3つの部分に分ける．期待値，sup，微分方程式

である．期待値の計算には，Monte Carlo法を用いる．

supに由来する最適化に対しては，グリッドサーチで十

分であることが多い．相互依存問題の解決には，微分方

程式に陽的な数値解法を適用すれば良い．

式 (2) を満たす関数を v(u) とする．アフィン変換

β1v(u)+ β0 も式 (2)を満たす．これに注目し，適当な

v(u)を数値計算により v̂(u)と求めた後，条件に合わせて

β1v̂(u)+ β0 と変換を行う．それを V(u) の数値解 V̂(u)

とする．v(u)の計算には，陽的な数値解法を用いる．こ

のとき，初期値 v̂(0)の設定が問題となる．diffusion項

に注目して次のようにまとめることができる．ここで

提案している仮想摂動法とは，直観的には，十分微小な

仮想的な摂動を加えた確率制御問題を代わりに解く方

法である．

1. diffusion消去不能: v̂(0) = 0→ V̂(u) =
v̂(u)
v̂(∞)

．

2. diffusion消去可能: V(0) > 0となる．

2.1 V(0)既知: 稀なケース．アフィン変換法．

2.2 V(0)未知: 仮想摂動法．

初期値から v̂(u)を計算するには，例えばRunge-Kutta

法のような差分法を用いる．この方法は，安定性は低い

が，高速に計算を実行可能である．

4.1 比例再保険による制御

比例再保険のみを制御とする問題を考える．サープ

ラス過程の制御確率微分方程式は

Uρ
t = u+

∫ t

0
(c−h(ρs))ds−

Nt

∑
i=1

ρTi−
Xi

となる．これを，式 (1)の形に記述し，2.3項に基づい

て，HJB方程式

sup
r∈[0,1]

{
(c−h(r))V ′(u)+λE[V(u− rx)]−λV(u)

}
= 0

を得る．初期値が未知なので，仮想摂動法を用いる．こ

れと Runge-Kutta法などによる数値計算のアフィン変

換を用いて数値解を求める．

4.2 数値例

クレーム額 X が指数分布 Exp(1)，対数正規分布 X ∼
LN(−0.5,1)に従う場合を考える．この順に裾が重くな

る．解を数値計算した結果が図 1，図 2である．裾の軽

い指数分布と比べて，裾の重い対数正規分布の場合は，

同じサープラスにおける最大生存確率が小さいという

計算結果となった．サープラスがある程度大きくなる

と，比例再保険を利用するのが最適となる．
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図 1.最大生存確率
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図 2.最適保有割合

論文では他にも，摂動がある場合や，投資を許容する

場合の問題を考察した．
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