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1 はじめに

微分代数方程式 (DAE) は代数方程式と微分演算子か

らなる方程式系であり, 電気回路網, 機械力学系, 化学プ

ラントなどの動的システムの記述で現れる. DAEの難し

さを表す指標として指数が定義される. 一般に, 指数が大

きくなるほど数値計算は困難になるため, 所与の DAEを

指数の低い DAE に変形する手法が研究されている [2].

特に, 線形時不変 DAEに対して定義される指数を冪零指

数という. 本研究では, 線形不変 DAEに対して, 二つの

冪零指数減少法を提案する.

第一の手法は, 各式が微分変数を高々 1 個持つような

DAEの冪零指数を 1減少させる. 既存の指数減少法とは

異なり, この手法は新しい変数を導入しない.

第二の手法は電気回路に現れる DAE を対象とする.

電気回路のシミュレーションでは, 修正節点解析 (MNA)

から導出された DAEを解くのが一般的である. しかし,

MNA から導出された DAE の指数は回路の構造によっ

て決まり, 指数を減少させる工夫の余地はない. 電気回

路の伝統的な解析法には, 最初 Kron によって提案され,

1960年代に Braninと甘利によって発展・拡張された混

合解析がある. 混合解析は本質的には MNA の一般化で

あり, MNAより自由度が高い. 特に, 自由変数の個数を

最小とする最小基本方程式の理論が有名である. 本研究

では, 混合解析において冪零指数を最小化する組合せ的

アルゴリズムを提案する.

線形時不変 DAEは多項式行列と密接な関係があり, 多

項式行列の余因子の次数から DAE の性質を調べること

ができる. 正確な数値と代数的独立なパラメータからな

る多項式行列を, 混合多項式行列という. 本研究では, 混

合多項式行列の全余因子の次数を同時に求めるアルゴリ

ズムを提案した. この手法は, 混合解析における指数最小

化アルゴリズムの高速化に使われる.

2 線形時不変 DAE

多項式 a(s) の次数を deg a(s) と表す. 多項式行列

A(s) = (akl(s))において, 任意の k, lに対して deg akl ≤
1 を満たす行列を行列束と呼ぶ. 行集合 K, 列集合 L で

ある Aの小行列を A[K,L]と書く.

線形時不変 DAEは定数行列 P,Qを用いて次のように

書ける:
P

dx(t)
dt

+ Qx(t) = f(t).

両辺をラプラス変換すると, 行列束 A(s) := sP + Qを用

いて A(s)x̂(s) = f̂(s)と表せる.

3 代入法による冪零指数減少法

正則な行列束 A(s) = sP + Qが, P の各行に高々 1つ

の非零成分を持つとする. また, B = A[X,Y ] が正則な

定数行列と仮定する. Aに次の行変形を施した行列を Ã

とし, 同様の行変形を f̂ に施したベクトルを f̃ とする:

A =
(

B N
L M

)
→ Ã =

(
B N
O M − LB−1N

)
. (1)

ここで D = M − LB−1N とすると, 代入法の手順は以

下のようになる.

1. Dx̂[R \ X] = f̃ [R \ X]を解く.

2. 連立方程式 Bx̂[X] = f̃ [X] − N x̂[R \ X]を解く.

本研究では次の定理を示した.

定理 1. 冪零指数が 1以上の正則な行列束A(s) = sP+Q

が, P の各行に高々 1 つの非零成分を持つとする. P の

列ベクトルが零ベクトルである列集合を Y とする. この

とき, A[X,Y ] が正則である任意の行集合 X に対して,

Dの冪零指数は Aよりも 1小さい.

4 混合解析

独立電源, 従属電源, 抵抗, コイル, コンデンサを含む

線形時不変な電気回路を対象として, 回路方程式 (KCL,

KVL, 素子特性の式から定まる方程式)を考える.

電気回路の結線構造を表すグラフを G = (V,E) とす

る. 独立電圧源, 独立電流源の枝集合をそれぞれ Eg, Eh

とし, E∗ := E\(Eg∪Eh)をEy∪Ez = E∗, Ey∩Ez = ∅
となるように Ey と Ez に分割する. G の全域木のう

ち, Eg, Ey, Ez, Eh の順に枝を優先的に含む木 T を, G

の分割 (Ey, Ez) に関する基準木と呼ぶ. T の補木を

T = E\T と表す. Eg, Ey∩T,Ey∩T ,Ez∩T,Ez∩T ,Eh

に対応する電流変数, 電圧変数の集合をそれぞれ

Ig, I
τ
y , Iλ

y , Iτ
z , Iλ

z , Ih, Vg, V
τ
y , V λ

y , V τ
z , V λ

z , Vh



A(s) =

Ig Iτ
y Iλ

y Iτ
z Iλ

z Ih Vg V τ
y V λ

y V τ
z V λ

z Vh

Rg I O ∗ O ∗ ∗ O O O O O O
Rτ

y O I ∗ O ∗ ∗ O O O O O O
Rτ

z O O O I ∗ ∗ O O O O O O

Rλ
y O O O O O O ∗ ∗ I O O O

Rλ
z O O O O O O ∗ ∗ O ∗ I O

Rh O O O O O O ∗ ∗ O ∗ O I
Sy O I ∗∗ ∗∗ O O ∗∗ ∗∗ O O O
Sz O O O ∗∗ ∗∗ O O ∗∗ ∗∗ I O
Sh O O O O O I O O O O O O
Sg O O O O O O I O O O O O

.

図 1 回路方程式の係数行列. ただし, ∗は定数
行列, ∗∗は sの行列束を表す.

とおく. 回路方程式A(s)x̂(s) = f̂(s)が線形時不変DAE

のとき, 係数行列 A(s)は行列束であり, 図 1のように書

ける. 図 1の行列の行集合を

R = Rg ∪Rτ
y ∪Rτ

z ∪Rλ
y ∪Rλ

z ∪Rh ∪Sy ∪Sz ∪Sh ∪Sg,

列集合を C する. Rg ∪Rτ
y ∪Rτ

z は KCL, Rλ
y ∪Rλ

z ∪Rh

は KVL, S := Sy ∪ Sz ∪ Sh ∪ Sg は素子特性の式に対応

する. このとき, X = R \ (Rτ
y ∪Rλ

z ), Y = C \ (Iλ
z ∪V τ

y )

とおくと, 混合解析の手順は以下のようになる.

1. Sh, Sg から x̂[Ih ∪ Vg]は既知である.

2. Dx̂[R \X] = f̃ [R \X] (混合方程式と呼ぶ)を解き,

x̂[Iλ
z ∪ V τ

y ]を求める.

3. Rτ
z , Rλ

y から x̂[Iτ
z ∪ V λ

y ]を求める.

4. Sy, Sz から x̂[Iτ
y ∪ Iλ

y ∪ V τ
z ∪ V λ

z ]を求める.

5. Rg, Rh から x̂[Ig ∪ Vh]を求める.

ステップ 3以降は代入するだけなので, 解くべき DAEは

混合方程式のみである. そこで, 本研究では, 混合方程式

の冪零指数を最小化する分割と基準木を求める組合せ的

アルゴリズムを提案する.

5 混合解析における冪零指数最小化

行変形 (1) において, A[X,Y ] が正則であり D が行列

束になる十分条件は, コンデンサと従属電流源が分割 Ey

に, コイルと従属電圧源が分割 Ez に含まれることであ

る. また, 混合方程式は次の性質を持つ.

定理 2. 分割 (Ey, Ez)が与えられたならば, 混合方程式

の冪零指数は任意の基準木で同じである.

素子の集合 F ⊆ E に対して, その電流変数, 電圧変数の

集合をそれぞれ F i, F v とする. ここで, 次数行列 Θを定

義する. Θ = (θkl) の行集合と列集合をともに Ei
∗ ∪ Ev

∗

とし, θkl を以下のように定義する:

θkl = deg det
(

A[R \ S,C \ {l}] A[R \ S, {k}]
A[S,C \ {l}] 0

)
.

このとき, コンデンサと従属電流源を含み, コイルと従属

電圧源を含まない集合のうち, 次数行列 Θ = (θkl) にお

いて

max{θkl | k ∈ W i ∪ Ev
∗ \ W v, l ∈ Ei

∗ \ W i ∪ W v}

を最小化する集合をW ⊆ E∗ とする. 定理 2を用いると

次の定理が成り立つ:

定理 3. 分割が (Ey, Ez) = (W,E∗ \ W )のとき, 混合方

程式の冪零指数は最小になる.

定理 3 から, 混合方程式の冪零指数を最小化する分割を

求めるアルゴリズムは以下のようになる.

1. 次数行列 Θ = (θkl) を求め, α ← max θkl,W ← ∅
とする.

2. θkl ≥ αなる任意の (k, l)に対して, k /∈ F i∪Ev
∗ \F v

かつ l /∈ Ei
∗ \F i ∪F v を満たす素子の集合 F を求め

る. F が存在すれば 3 へ. 存在しなければ 4 へ.

3. W ← F , α ← α − 1として 2 へ.

4. Ey = W , Ez = E∗ \ W として終了.

アルゴリズムのステップ 2 において解く問題は, すべて

の節が 2個以下のリテラルを持つ論理積形の充足可能性

問題 (2SAT) となり, 線形時間で解くことができる [1].

電気回路中の素子数を n とおくと, アルゴリズム全体

の計算量は O(n6) 時間となる. また, 素子特性のパラ

メータが代数的独立であるという仮定のもとで, 計算量

は O(n3)に改良できる.

6 混合行列の余因子の次数

すべての成分が代数的独立な行列の全余因子の次数を

求める効率的なアルゴリズムが Bujakiewicz [3] により

提案された. 本研究は, Bujakiewiczの結果を混合多項式

行列に拡張し, 全余因子の次数を同時に求めるアルゴリ

ズムを提案する. このアルゴリズムの手法は, 次数行列の

計算の高速化に利用されている.
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