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1 はじめに

密度関数の推定の良さを表す値として平均積分２

乗誤差と呼ばれるものがある．平均積分２乗誤差は

小さいほうが好まれ，真の値と推定値とのバイアス

および分散が小さいほど平均積分２乗誤差は小さく

なる．Fan et al. [2] により局所線形回帰を用いた

条件付き密度の推定が提案された．この手法の漸近

的なバイアスはバンド幅に関して２次のオーダーに

なることが知られている．本論文では局所線形回帰

を用いた条件付き密度の推定に改良を加えて，漸近

的なバイアスを４次のオーダーに下げる手法を提案

する．

2 カーネル関数

本論文におけるカーネル関数 W (u) は簡単のた

め以下の性質を持つものを仮定する．

• W (u) ≥ 0

• ∫∞
−∞W (u)du = 1

• W (u)は 0に関して対称．

また以下の記法を定義しておく．

• Wh1(u) = h−1
1 W (u/h1)

• ωj =
∫

ujW (u)du

上記のバンド幅 h1 はどのくらいの範囲のデータを

採用するかを決めるパラメータである．

3 局所線形回帰

互 い に 独 立 な n 個 の ペ ア の デ ー タ

(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)に対して Y = m(X) + εで

与えられるモデルを考える．m(x) = E(Y |X = x)

は未知である．局所線形回帰では，

S(a(x), b(x)) =
n∑

i=1

{Yi − a(x)− b(x)(Xi − x)}2Wh1(Xi − x)

を最小にする â(x)を推定値 m̂(x)とする．

4 条件付き密度の推定

互 い に 独 立 な n 個 の ペ ア の デ ー タ

(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) に対して，X = x を

与えたときの，Y = y の条件付き密度 g(y|x)を推

定することを考える．Fan et al. [2] は，g(y|x) を

推定する問題に対して，h2 → 0のとき

E[Kh2(Y − y)|X = x] ≈ g(y|x) (1)

となることに注目した．ただしK(u)はカーネル関

数とする．（1）式の左辺について考える．この式は

y, h2 を固定すると，一般の回帰問題に帰着できる．

そこで局所線形回帰を用いて，この回帰問題を解く

と β(x, y) = (β0(x, y), β1(x, y))として

S(β(x, y)) =
n∑

i=1

{Kh2(Yi − y)− β0(x, y)− β1(x, y)(Xi − x)}2Wh1(Xi − x)

を最小化する β̂ = (β̂0(x, y), β̂1(x, y)) の β̂0(x, y)

が推定値 ĝ(y|x)となる．バイアスを計算すると

E[ĝ(y|x)|X1, . . . , Xn] = g(y|x) +
1
2
ω2

∂2g(y|x)
∂x2

h2
1

+
1
2
κ2

∂2g(y|x)
∂y2

h2
2 + op(h2

1) + o(h2
2)

となる．ただし，κj =
∫

ujK(u)duとする．
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5 重み付き平均を用いた改良

Fan et al. [2] による手法のオーダーが 2 次であ

ること，y, h2 を固定すると一般の回帰問題に帰着

できることを述べた．そこで Choi and Hall [1]に

よる手法を今回の条件付き密度の推定の場合に応用

して，バイアスを求めた．

まず Choi and Hall [1]による手法を応用したと

きの推定法を述べる．(β̂0(x, y), β̂1(x, y))を用いて

次の m̂(u|x, y)を導入する．

m̂(u|x, y) = β̂0(x, y) + β̂1(x, y)(u− x)

次に任意の λ > 0に対して

l = l(λ)

= {(1 + 2λ)ω2/(2λ)} 1
2

を導入し

g̃(y|x) = {λm̂(x|x− lh1, y) + m̂(x|x, y)
+λm̂(x|x + lh1, y)}/(2λ + 1) (2)

とするとバイアスは，

E{g̃(y|x)|X1, . . . , Xn} = g(y|x) + A(x, y)h4
1

+ B(x, y)h2
2 + op(h4

1) + O(h4
2)

となる．ただし

A(x, y) = {16f(x)}−1
[
2(ω2

2 − ω4)
{

2f ′′(x)
∂2g(y|x)

∂x2

+4f ′(x)
∂3g(y|x)

∂x3
+ f(x)

∂4g(y|x)
∂x4

}

−λ−1ω2
2f(x)

∂2g(y|x)
∂x2

]
,

B(x, y) =
1
2
κ2

∂2g(y|x)
∂y2

とする．

6 幾何平均を用いた改良

さらにオーダーを下げるために改良を加える．バ

ンド幅 h1, h2 とし（2）式により得られる推定値を

g̃h1,h2(y|x) と書くこととする．このとき c > 0 な

る任意の cに対して

c1 = c, c2 = c2, α =
c4

c4 − 1

とし

g̃new(y|x) = (g̃h1,h2(y|x))α(g̃c1h1,c2h2(y|x))1−α

を推定値とする．（ただし積分して 1 にならないた

め，基準化が必要．）このときのバイアスは

E[g̃new(y|x)|X1, . . . , Xn] = g(y|x) + op(h4
1) + O(h4

2)

となる．

7 まとめと今後の課題

局所線形回帰を用いた条件付き密度の推定を

1. 重み付き平均

2. 幾何平均

という改良を加えて，漸近的なバイアスをバンド幅

の４次のオーダーに下げた．

今後の課題として，バンド幅の選択という問題が

考えられる．一般の局所線形回帰でのバンド幅の選

択法はクロスバリデーションやブートストラップな

ど，よりデータを反映させた手法がある．よって今

回の手法にも，そういったバンド幅の選び方が考え

られる．
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